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Проектирование и исследование механизма 

плунжерного насоса для закачки жидкости в системах 

поддержания пластового давления 

Аннотация. В настоящее время плунжерные насосы имеют самые совершенные 

конструкции. 

Фактически плунжерные насосы являются единственными в своем роде, способны 

работать при высоких давлениях и также обладают лучшими характеристиками. 

Их применение растет в промышленности, так как они справляются с тяжелыми 

условиями перекачки жидкостей разного типа. 

Для поддержания пластового давления насосам требуется высокий коэффициент 

полезного действия и надежность конструкции. 

С целью обеспечения работоспособности системы необходимо выбрать качественные 

показатели по критериям оптимальности для проектирования деталей механизма и для 

достижения адекватного рабочего процесса. 

Таким образом, исследование и определение возможности улучшения показателей 

плунжерных насосов остается актуальной задачей. 

Результаты, представленные в этой статье, включают в себя анализ условий работы 

каждого из компонентов механизма с помощью математической модели привода, 

составленной на основании дифференциальных уравнений движения плунжерного насоса, 

определение соответствующих производственных процессов и получение конечных 

элементов. 

Кроме того, проводится кинематический силовой анализ функций исследуемого 

механизма (положения аналоги скоростей и ускорений звеньев) и найденных характеристик 

движения при решении задачи динамики главного вала машины. 
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В данной статье представлены: протокол испытаний для проверки правильности 

функционирования механизма в соответствии с начальными параметрами системы, 

проектирование зубчатого планетарного редуктора с цилиндрическими колесами, толкателя 

кулачкового механизма и их тип сборки, которую следует выполнять. 

Данное исследование осуществляется при помощи программных обеспечений для 

инженерной математики: Mathcad и Python. 

Ключевые слова: плунжерный насос; кулачковый механизм; толкатель; Mathcad; 

кинематический силовой анализ; Python; пластовое давление 

 

Насосы высокого давления используются как в горной промышленности, так и в 

технологиях водоструйного применения высокого давления, а также в качестве 

технологического оборудования в других производственных процессах. [1] От надёжности 

плунжерных насосов, во многом зависит качество проведения технологических операций и 

эффективность дальнейшей эксплуатации ресурсов [2; 3]. 

Основными достоинствами плунжерных насосов являются высокие развиваемые 

давления (0,25–250 МПа), низкая зависимость производительности насоса от напора. Поэтому 

задача повышения эффективности механизма плунжерного насоса является многофакторной, 

не имеет тривиальных решений и с каждым днём становится все значимее [4–6]. Например, 

одним из наиболее перспективных направлений повышения эффективности нефтедобычи 

плунжерными насосами является установка плунжерного насоса, в качестве привода [7–10]. 

Ниже представлено исследование рабочего процесса насоса вместе с исходными 

данными системы в таблице 1. 

Так как производительность плунжерного насоса напрямую зависит от длины хода и 

частоты вращения кривошипа приводного двигателя, как правило, между плунжером и 

электродвигателем вращения присутствуют, так же, понижающий редуктор.1 

 

Рисунок 1. Схема плунжерного насоса2 

 
1 Вильнер Я.М. Справочное пособие по гидравлике, гидромашинам и гидроприводам [Текст] / Я.М. Вильнер, 

Я.Т. Ковалев, Б.Б. Некрасов и др.; под. ред. Б.Б. Некрасова. — Минск: Высшая школа, 1985. — 382 с. 

2 Теория механизмов и машин. Курсовое проектирование: учеб. Пособие / под ред. Г.А. Тимофеева. — 2-е изд., 

перераб. и доп. — М.: изд-во МГТУ имени Н.Э. Баумана, 2012. — 169, [3] с.: ил. 
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Привод следующего насоса осуществляется от электродвигателя 10 через планетарный 

редуктор 9 и пару зубчатых колёс Z5 и Z6. C зубчатым колесом Z6 жёстко связан 

кривошипный вал 1 (ось О), движение от которого передаётся на шатун 2, который заставляет 

колебаться коромысло 3 вокруг оси D. Шатун 4 передаёт движение плунжеру 5 

гидравлического цилиндра 6. Шестизвенный механизм OABDС является основным 

механизмом плунжерного насоса. Рабочий процесс в цилиндре 6 насоса, осуществляется за 

двойной ход плунжера 5, чему соответствует один оборот кривошипа 1. 

Смазка механизмов насоса выполняется плунжерным масляным насосом кулачкового 

типа. Кулачок 7 приводит в движение толкатель 8. 

Схема плунжерного насоса представлена на рисунке 1. 

Таблица 1 

Исходные данные системы 

Параметр Обозначение Значение 

Длина звеньев l3 и l4 𝑙𝐶𝐵 = 𝑙BD 0,170 м 

Положение центра тяжести S2 𝑙𝐴𝑆2

𝑙𝐴𝐵
 0,35 

Положение центра тяжести S4 𝑙𝐵𝑆4

𝑙𝐵𝐶
 0,40 

Крайние положения звена (отсчет от горизонтальной прямой) 1,2 25 град, 65 град 

Диаметр плунжерного насоса d 0,06 м 

Число оборотов кривошипа 1 N1 2 об/с 

Число оборотов вала эл. Двигателя Ng 24 об/с 

Давление жидкости в цилиндре при нагнетании (по ходу плунжера — 

постоянное) 
P 2,746*106 Па 

Масса шатуна 2 m2 21 

Масса шатуна 4 m4 17 

Масса ползунка с плунжером m5 55 

Момент инерции шатуна 2 J2S 0,65 

Момент инерции шатуна 4 J4S 0,45 

Момент инерции кривошипного вала J10 0,12 

Маховой момент электродвигателя 𝐺𝐷𝑔
2 0,5 

Маховой момент редуктора, колеса Z5 и кулачка, приведенный к валу О GD2 1,0 

Коэффициент неравномерности вращения кривошипного вала  0,083 

Координата для силового расчёта 1 35 

Угол рабочего профиля кулачка раб 250 

Ход плунжера масляного насоса h 0,020 

Угол давления в кулачковом механизме доп 25 

Внеосность e 0,01 

Соотношение между ускорениями толкателя  = 
 𝑎1

 𝑎2
 2,5 

Числа зубьев колёс 5 и 6 Z5 

Z6 

11 

15 

Модуль зубчатых колёс 5 и 6 m 5 

Число сателлитов в редукторе 9 k 3 

Составлено/разработано автором 
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Сначала выполняется метрический синтез для нахождения размеры всех звеньев, 

чтобы начинать с кинематическим анализом механизма. 

Необходимо обращать внимание на первое и конечное положение механизма, 

представленного на рисунке 2 и составить скалярную систему уравнений. 

 

Рисунок 2. Схема механизма в начальном 

и конечном положениях (составлено/разработано автором) 

Составим систему скалярных уравнений для начального и конечного положений 

механизма: 

{

(𝑙𝑜𝑎 + 𝑙𝑎𝑏) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜑1𝑛) = 𝑋𝑑 + 𝑙𝑏𝑑 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝛾1)
(𝑙𝑜𝑎 + 𝑙𝑎𝑏) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝜑1𝑛) = 𝑌𝑑 + 𝑙𝑏𝑑 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝛾1)

(𝑙𝑎𝑏 − 𝑙𝑜𝑎) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜑1𝑛 + 𝜃) = 𝑋𝑑 + 𝑙𝑏𝑑 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝛾2)

(𝑙𝑎𝑏 − 𝑙𝑜𝑎) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝜑1𝑛 + 𝜃) = 𝑋𝑑 + 𝑙𝑏𝑑 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝛾2)

. 

Отсюда получаются 𝑙𝑜𝑎 =  0,054 м, 𝑙𝑎𝑏 =  0,268 м. 

Все размеры механизма приведены в таблице 2. 

Таблица 2 

Размеры механизма 

Звено Длина, м 

1 0,054 

2 0,268 

3 0,170 

4 0,185 

Составлено/разработано автором 

 

Кинематический анализ механизма 

Формула строения механизма: 

𝐼в (0,1) − 𝐼𝐼ввв (2,3) 𝐼𝐼впв (4,5). 
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Зададим вспомогательный угол, соответствующий крайнему положению ползуна 

(начало рабочего хода). 

По каждому звену составим дифференциальные уравнения в зависимости от 𝜑 , 

учитывая, что кривошип вращается против часовой стрелки: 𝜔𝑞1 = 1. 

1. Входное звено 𝑰в (𝟎, 𝟏): 

Координаты точки A согласно рисунку 3: 

𝑋𝑎(𝜑) = 𝑙𝑜𝑎 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜑1(𝜑)). 

𝑌𝑎(𝜑) = 𝑙𝑜𝑎 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝜑1(𝜑)). 

 

Рисунок 3. Входное звено 𝐼в (0,1) (составлено/разработано автором) 

2. Группа 𝑰𝑰ввв (𝟐, 𝟑): 

Условие замкнутости согласно рисунку 4: 𝑟𝐴⃗⃗  ⃗ + 𝑙𝐴𝐵
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑟𝐷⃗⃗  ⃗ + 𝑙𝐵𝐷

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

𝑋𝐴(𝜑) + 𝑙𝐴𝐵 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜑2(𝜑)) =  𝑋𝐷 + 𝑙𝐵𝐷 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜑3(𝜑)). 

𝑌𝐴(𝜑) + 𝑙𝐴𝐵 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝜑2(𝜑)) =  𝑌𝐷 + 𝑙𝐵𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑3(𝜑)). 

Углы находим с помощью инструмента Mathcad — функция Given-Find: 

𝑋𝐴(𝜑) = 𝑋𝐷 + 𝑙𝐵𝐷 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜑3(𝜑)). 

𝑌𝐵(𝜑) =  𝑌𝐷 + 𝑙𝐵𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑3(𝜑)). 

𝑋𝑆2(𝜑) = 𝑋𝐴(𝜑) + 𝑙𝐴𝑆2 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜑2(𝜑)). 

𝑌𝑆2(𝜑) = 𝑌𝐴(𝜑) + 𝑙𝐴𝑆2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑2(𝜑)). 

 

Рисунок 4. Условия замкнутости группы 𝐼𝐼ввв (2,3) (составлено/разработано автором) 
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3. Группа 3 𝑰𝑰впв (𝟒, 𝟓): 

Условие замкнутости согласно рисунку 5: 𝑟𝐵̅ + 𝑙𝐵𝐶
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑟𝐶⃗⃗  ⃗, где 𝑌𝐶  = const. 

Согласно рис. 5, имеем: 

𝑠𝑖𝑛(𝜑) =
𝑌𝐶−𝑌𝐵(𝜑)

𝑙𝐵𝐶
. 

𝑐𝑜𝑠 (𝜑) = −√1 − 𝑠𝑖𝑛(𝜑)2
2

. 

Функция 𝜑4(𝜑) может быть найдена с помощью функции Mathcad: 

𝜑4(𝜑) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑐𝑜𝑠(𝜑), 𝑠𝑖𝑛(𝜑)). 

Дальше составляем уравнения: 

𝑋𝐶(𝜑) = 𝑋𝐵(𝜑) + 𝑙𝐵𝐶 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜑4(𝜑)). 

𝑋𝑆4(𝜑) = 𝑋𝐵(𝜑) + 𝑙𝐵𝑆4 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜑4(𝜑)). 

𝑌𝑆4(𝜑) = 𝑌𝐵(𝜑) + 𝑙𝐵𝑆4 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝜑4(𝜑)). 

 

Рисунок 5. Условия замкнутости группы 3 𝐼𝐼впв (4,5) (составлено/разработано автором) 

Определим аналоги скоростей и ускорений механизма, дифференцируя 

соответствующие функции положения. Результаты занесём в таблицы 3 и 4. Данные 

представлены на рисунках 6 и 7: 

Таблица 3 

Аналоги скоростей механизма 

φ (°) 𝑉𝑞𝑠2𝑥(𝜑) 𝑉𝑞𝑠2𝑦(𝜑) 𝑉𝑞𝑠4𝑥(𝜑) 𝑉𝑞𝑠4𝑥(𝜑) 𝑉𝑞𝑐𝑥(𝜑) 

0 0,031 0,017 -2,791×10-5 -2,791×10-5 -3,778×10-5 

30 0,013 0,04 -0,018 0,017 -0,024 

60 -0,01 0,05 -0,034 0,026 -0,039 

90 -0,032 0,046 -0,045 0,025 -0,046 

120 -0,045 0,028 -0,042 0,017 -0,041 

150 -0,043 4,657×10-3 -0,021 6,5×10−3 -0,02 

180 -0,028 -0,018 7,761×10-3 -2,284×10-3 7,443×10-3 

210 -8,594×10-3 -0,035 0,027 -9,268×10-3 0,026 

240 0,012 -0,045 0,036 -0,016 0,036 

270 0,03 -0,044 0,039 -0,023 0,04 

300 0,04 -0,033 0,033 -0,025 0,037 

330 0,04 -0,011 0,018 -0,017 0,024 

360 0,031 0,017 -2,791×10-5 2,729×10-5 -3,778×10-5 

Составлено/разработано автором 
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Таблица 4 

Аналоги ускорений механизма 

φ (°) 𝑎𝑞𝑠2𝑥(𝜑) 𝑎𝑞𝑠2𝑦(𝜑) 𝑎𝑞𝑠4𝑥(𝜑) 𝑎𝑞𝑠4𝑥(𝜑) 𝑎𝑞𝑐𝑥(𝜑) 

0 0,026 0,051 -0,036 0,035 -0,049 

30 -0,04 0,034 -0,033 0,026 -0,038 

60 -0,046 5,658×10-3 -0,027 8,213×10-3 -0,021 

90 -0,036 -0,022 -0,011 -9,435× х10−3 -4,021×10-3 

120 -0,011 -0,042 0,023 -0,02 0,024 

150 0,019 -0,046 0,055 -0,019 0,053 

180 0,034 -0,039 0,048 -0,014 0,046 

210 0,039 -0,026 0,026 -0,013 0,026 

240 0,038 -8,727×10-3 0,011 -0,013 0,013 

270 0,028 0,011 -3,282×10-3 -0,01 2,381×10-3 

300 9,948×10-3 0,032 -0,02 4,248×10-3 -0,014 

3330 -9,522×10-3 0,05 -0,033 0,026 -0,038 

3360 -0,026 0,051 -0,036 0,035 -0,049 

Составлено/разработано автором 

 

Рисунок 6. График аналогов скорости и ускорения (составлено/разработано автором) 

Определим угловые скорости и ускорения и результаты занесём в таблицу 5. 

Таблица 5 

Угловые скорости и ускорения механизма 

φ (°) 𝜔𝑞2(𝜑) 𝜔𝑞3(𝜑) 𝜔𝑞4(𝜑) 𝜀𝑞2(𝜑) 𝜀𝑞3(𝜑) 𝜀𝑞4(𝜑) 

0 -0,201 2,955×10-4 2,845×10-4 0,015 0,382 0,368 

30 -0,174 0,186 0,172 0,078 0,31 0,26 

60 -0,127 0,313 0,259 0,098 0,17 0,7 

90 -0,07 0,36 0,25 0,125 8,068×10-4 -0,095 

120 0,011 0,306 0,17 0,191 -0,214 -0,195 

150 0,126 0,141 0,064 0,231 -0,385 -0,192 

180 0,222 -0,052 -0,023 0,113 -0,321 -0,142 

210 0,237 -0,186 -0,091 -0,052 -0,199 -0,127 

240 0,175 -0,269 -0,159 -0,18 -0,124 -0,131 

270 0,057 -0,315 -0,223 -0,258 -0,04 -0,101 

300 -0,079 -0,298 -0,247 -0,242 0,115 0,031 

330 -0,177 -0,187 -0,173 -0,118 0,305 0,255 

360 -0,201 2,955×10-4 2,845×10-4 0,015 0,382 0,368 

Составлено/разработано автором 
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Рисунок 7. График аналогов угловых 

скоростей и ускорений (составлено/разработано автором) 

 

Определение параметров динамической модели 

Исполнительный механизм нагружен производственными сопротивлениями в виде 

силы 𝐹пс  (или момента 𝑀пс ) и приводится в движение двигателем, момент М𝜕
∗  которого 

преобразуется передаточным механизмом в движущий момент 𝑀𝜕  на главном валу машины. 

Главным валом считаем выходной вал редуктора и входной вал исполнительного механизма, 

которые после сборки образуют единое звено — звено 1. При расчёте механизма переходят к 

динамической модели — отдельно взятому звену приведения, образующего вращательную 

пару со стойкой, а все реально действующие силы и моменты сил заменяют приведёнными 

моментами (в сумме — М𝛴
пр

), все реальные массы и моменты инерции — приведённым 

моментом инерции 𝐽𝛴
пр

. Главный вал при этом называется звеном приведения.2 При 

определении закона движения системы действуют те же допущения, что и при 

кинематическом анализе. 

Данный механизм совершает установившееся движение. Оно возможно при 

выполнении двух условий: 

1. Приведённый момент М𝛴
пр

 должен быть периодической функцией. 

2. Суммарная работа всех сил за цикл 𝐴𝛴
ц
 должна равняться нулю: 

𝐴𝛴
ц
 = 0. (1) 

 

Расчёт приведённого момента сил сопротивления данного механизма 

𝑀𝑝𝑟𝐶(𝜑) = 𝑀𝑝𝑟𝐺2(𝜑) + 𝑀𝑝𝑟𝐺4(𝜑) + 𝑀𝑝𝑟𝐹5(𝜑), 

где 𝑀𝜌𝑟𝐶(𝜑) складывается из приведённых моментов весов и сил сопротивления. 

Необходимо рассчитать отдельно приведённые моменты весов 

𝑀𝑝𝑟𝐺2(𝜑) = 𝐺2 ∗ 𝑉𝑞𝑆2𝑦(𝜑), где 𝑮𝟐 = −𝒎𝟐𝒈 — вес шатуна 2. 

𝑀𝑝𝑟𝐺4(𝜑) = 𝐺4 ∗ 𝑉𝑞𝑆4𝑦(𝜑), где 𝑮𝟒 = −𝒎𝟒𝒈 — вес шатуна 4. 
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Также рассчитаем приведённый момент силы сопротивления движения плунжера 𝐹5 , 

представлена на рисунке 8. 

𝑀𝑝𝑟𝐺4(𝜑) = |
𝐹5∗𝑉𝑞𝐶𝑥 𝑖𝑓 𝑉𝑞𝐶𝑥<0

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
, где 𝐹5 =  𝑃 ∗ (

𝜋𝑑2

4
). 

 

Рисунок 8. Диаграмма силы сопротивления и перемещения 

плунжера гидравлического цилиндра (составлено/разработано автором) 

 

Расчёт постоянного приведённого момента сил и работы внешних сил 

Представим приведённый к главному валу машины момент М𝛴
пр

 алгебраическую сумму 

постоянного приведённого движущего момента 𝑀прД = 𝑀𝐼
пр

 = const. 

МпрД =
−∫ МпрС(𝜑)𝑑𝜑

2𝜋
0

2𝜋
= 110,935 Нм, 

и периодически изменяющегося приведённого момента сопротивления 𝑀𝐶пр(𝜑) = 𝑀𝐼𝐼
пр

, таким 

образом имеем: 

𝑀𝑝𝑟𝐶(𝜑) = 𝑀𝑝𝑟𝐺2(𝜑) +  𝑀𝑝𝑟𝐺4(𝜑) + 𝑀𝑝𝑟𝐹5(𝜑), 

отсюда получаем 

М𝛴
пр

= 𝑀𝐼
пр

+ 𝑀𝐼𝐼
пр

. (2) 

Определим необходимую величину постоянного приведённого момента  исходя из 

условия (4.1) установившегося движения. Представим суммарную работу  действующих в 

машине сил в виде: 

𝐴𝛴 = 𝐴𝐼 + 𝐴𝐼𝐼 , (3) 

где 𝐴𝐼  — работа момента 𝑀𝐼
пр

; 𝐴𝐼𝐼  — работа момента 𝑀𝐼𝐼
пр

(𝜑). Для цикла установившегося 

движения уравнение (4.3), с учётом (4,1), примет вид: 

𝐴𝐼
Ц = −𝐴𝐼𝐼

Ц
. (4) 

Работа постоянного момента  пропорциональна углу поворота главного вала, а для 

переменного момента  определяется интегрированием: 

𝐴𝐼(𝜑) = ∫ 𝑀𝐼
пр

ⅆ𝜑
2𝜋

0
,  

пр

IM

A

пр

IM

)(пр

IIM
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𝐴𝐼𝐼(𝜑) = ∫ 𝑀𝐼𝐼
пр

ⅆ𝜑
φ

φn
, (5) 

где 𝜑н  — значение угла φ  в положении, принятом за начало цикла; здесь и далее работу 

отсчитываем от начала цикла, так что при φ = 𝜑н имеем: 

𝐴𝐼(𝜑н) =  𝐴𝐼𝐼(𝜑н) = 0. (6) 

Работы  и  за весь цикл получим, подставив в (3.49) и (3.50) значение φ = 𝜑н + ∆φЦ: 

𝐴𝐼
Ц = 𝑀𝐼

пр
∗ ∆φЦ, (7) 

𝐴𝐼𝐼
Ц = ∫ 𝑀𝐼𝐼

пр
(𝜑) ⅆ𝜑

φn+∆φЦ

φn
, (8) 

Из (7) и (8) найдём постоянный приведённый момент на главном валу машины: 

𝑀𝐼
пр

 = −
𝐴𝐼𝐼

Ц

∆φЦ
, (9) 

Результаты расчётов приведённых моментов нанесём в таблицу 6 и представляются в 

виде графика на рисунке 9: 

Таблица 6 

Приведённые моменты сил 

φ (°) 𝑀𝑝𝑟𝐺2(𝜑)  𝑀𝑝𝑟𝐺4(𝜑) 𝑀𝑝𝑟𝐹5(𝜑) 𝑀𝜌𝑟𝐶(𝜑) М𝛴
пр

(𝜑) 

0 -3,457 -4,547×10-3 -0,293 -3,755 107,18 

30 -8,178 -2,797 -182,657 -193,632 -82,697 

60 -10,337 -4,326 -303,334 -317,997 -207,062 

90 -9,399 -4,244 -356,447 -370,09 -259,156 

120 -5,842 -2,885 -320,705 -329,432 -218,498 

150 -0,958 -1,083 -155,83 -157,872 -46,937 

180 3,729 0,381 0 4,109 115,044 

210 7,274 1,544 0 8,818 119,752 

240 9,164 2,701 0 11,865 122,8 

270 9,006 3,782 0 12,849 123,783 

300 6,739 4,126 0 10,865 121,8 

330 2,201 2,804 0 5,006 115,94 

360 -3,457 -4,547×10-3 -0,293 -3,755 107,18 

Составлено/разработано автором 

 

Рисунок 9. График приведённых моментов (составлено/разработано автором) 
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Определение приведённых моментов энергии звеньев 

Суммарный приведённый момент инерции 𝐽𝛴
пр

= 𝐽𝐼
пр

+ 𝐽𝐼𝐼
пр

 состоит из постоянной 

составляющей 𝐽𝐼
пр

 приведённого момента инерции характеризует инерционность тех 

вращающихся звеньев, которые имеют по отношению к главному валу постоянные 

передаточные отношения, как, например, ротор двигателя, либо образует с ним, как 

кривошип, единое целое, и она постоянна т.к. не зависят от положения механизма.2 Ко II 

группе относятся все остальные звенья механизма. Приведённые моменты инерции звеньев 

этой группы переменны, они зависят от положения механизма. 

Таблица 7 

Приведённые моменты инерции звеньев 

φ (°) 𝐽𝑝𝑟2(𝜑)  𝐽𝑝𝑟4(𝜑) 𝐽𝑝𝑟5(𝜑) 𝐽𝛴
пр

(𝜑) 

0 0,052 6,234×10-8 7,852×10-8 32,065 

30 0,056 0,024 0,03 32,123 

60 0,066 0,062 0,084 32,224 

90 0,069 0,073 0,116 32,271 

120 0,06 0,049 0,094 32,215 

150 0,049 0,01 0,022 32,094 

180 0,055 1,343×10-3 3,047×10-3 32,072 

210 0,064 0,018 0,037 32,131 

240 0,065 0,039 0,071 32,186 

270 0,062 0,057 0,088 32,219 

300 0,061 0,056 0,076 32,205 

330 0,057 0,024 0,031 32,124 

360 0,052 6,234×10-8 7,852×10-8 32,065 

Составлено/разработано автором 

 

Рисунок 10. График моментов инерции (составлено/разработано автором) 

Найти их возможно из закона сохранения кинетической энергии. 

𝐽𝛴
пр

(𝜑) = 𝐽𝐼
пр

+ 𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑). 

𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑) = ∑ (𝑚𝑙𝑣𝑞𝑆𝑗
2 + 𝐽𝑠𝑗𝜔𝑞𝑗

2 )𝐽 . 

В данном случае: 

𝐽𝑝𝑟2(𝜑) = 𝐽2𝑆 ∙ 𝜔𝑞2
2 (𝜑) + 𝑚2 ∙ (𝑉𝑞𝑆2𝑥

2 (𝜑) + 𝑉𝑞𝑆2𝑦
2 (𝜑)). 
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𝐽𝑝𝑟4(𝜑) = 𝐽4𝑆 ∙ 𝜔𝑞4
2 (𝜑) + 𝑚4 ∙ (𝑉𝑞𝑆4𝑥

2 (𝜑) + 𝑉𝑞𝑆4𝑦
2 (𝜑)). 

𝐽𝑝𝑟5(𝜑) = 𝑚5 ∙ 𝑉𝑞𝐶𝑥
2 (𝜑). 

𝐽𝛴
пр(𝜑) = 𝐽𝑝𝑟2(𝜑) + 𝐽𝑝𝑟4(𝜑) + 𝐽𝑝𝑟5(𝜑). 

Результаты расчёта приведённых моментов инерции звеньев занесём в таблицу 7 и 

представляются в виде графика на рисунке 10. 

 

Регулирование движения по методу Н.И. Мерцалова 

Метод определения дополнительной маховой массы основан на выделении из 

кинетической энергии машины кинетической энергии маховика, как имеющего постоянный 

приведённый момент инерции. 

Прежде всего найдём выражения для 𝜔𝑚𝑖𝑛 и 𝜔𝑚𝑎𝑥 через 𝜔𝑐𝑝 и δ. 

Получим: 

𝜔𝑚𝑖𝑛 = 𝜔𝑐𝑝(1 −
𝛿

2
), 𝜔𝑚𝑎𝑥 = 𝜔𝑐𝑝(1 +

𝛿

2
). (10) 

Получим формулу, связывающую заданные 𝜔𝑐𝑝  и δ  с моментом инерции 𝐽𝐼
пр

 и 

изменением кинетической энергии машины. 

Кинетическую энергию первой группы звеньев можно записать: 

𝑇1(𝜑) = 𝐴∑(𝜑) − 𝑇𝐼𝐼(𝜑) + 𝑇Н. 

Обозначив ∆𝑇1(𝜑) = 𝑇𝐼(𝜑) − 𝑇Н, запишем: 

∆𝑇1(𝜑) = 𝐴∑(𝜑) − 𝑇𝐼𝐼(𝜑), 

Найдём наибольшее за цикл установившегося движения изменение кинетической 

энергии ∆𝑇1: 

(∆𝑇1)нб =
𝐽𝐼
пр

𝜔𝑚𝑎𝑥
2

2
−

𝐽𝐼
пр

𝜔𝑚𝑖𝑛
2

2
= 𝐽𝐼

пр 𝜔𝑚𝑎𝑥+𝜔𝑚𝑖𝑛

2
∙
(𝜔𝑚𝑎𝑥−𝜔𝑚𝑖𝑛)∙𝜔ср

𝜔ср
= 𝐽𝐼

пр
∙ 𝜔ср

2 ∙ 𝛿. 

С помощью Mathcad найдём наибольшее tmax и наименьшее tmin значения изменения 

кинетической энергии первой группы звеньев. 

𝑡𝑚𝑖𝑛 = 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒(∆𝑇1, 𝑡0); 

∆𝑇1(𝑡𝑚𝑖𝑛) = −412.873; 

𝑡𝑚𝑖𝑛

𝑑𝑒𝑔
= 154,797; 

 

𝑡𝑚𝑖𝑛 = 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒(∆𝑇1, 𝑡1); 

∆𝑇1(𝑡𝑚𝑎𝑥) = 9,285; 

𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑑𝑒𝑔
= 14,526; 

отсюда момент инерции первой группы звеньев 

𝐽𝐼
пр

=
(∆Т1)нб

𝜔ср
2 ∙𝛿

= 32,08 Нм.  
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Функция 𝐽𝐼
пр

(𝜑) и ее производная представлены на рисунке 11. 

 

Рисунок 11. График суммарного приведённого момента 

инерции и его производной (составлено/разработано автором) 

 

Регулирование движения альтернативным методом 

Пусть  достигается в положении , а  — в положении  главного вала. 

Запишем для интервала  уравнение движения машины в форме теоремы о 

кинетической энергии: 

(𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑎) + 𝐽𝐼
пр

) ∙
𝜔𝑚𝑎𝑥

2

2
− (𝐽𝐼𝐼

пр
(𝜑𝑏) + 𝐽𝐼

пр
) ∙

𝜔𝑚𝑖𝑛
2

2
= 𝐴∑

𝑎𝑏, 

где 𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑎) , 𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑏)  — значения приведённого момента инерции второй группы звеньев в 

положениях 𝜑𝑎  и 𝜑𝑏 ; 𝐴∑
𝑎𝑏  — суммарная работа всех сил на интервале . Остаётся 

выразить из (3.63) искомый момент инерции : 

𝐽𝐼
пр

=
2𝐴∑

𝑎𝑏−𝐽𝐼𝐼
пр(𝜑𝑎)∙𝜔𝑚𝑎𝑥

2 +𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑏)∙𝜔𝑚𝑖𝑛
2

𝜔𝑚𝑎𝑥
2 −𝜔𝑚𝑖𝑛

2 . 

Эта формула позволяет по заданным скоростям 𝜔𝑚𝑖𝑛 и 𝜔𝑚𝑎𝑥 определить необходимый 

приведённый момент инерции первой группы звеньев 𝐽𝐼
пр

. Но коэффициенты 𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑎), 𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑏), 

𝐴∑
𝑎𝑏 в ней примут определённые численные значения лишь тогда, когда будут найдены углы 

𝜑𝑎 и 𝜑𝑏 — положения главного вала, в которых эти скорости достигаются; при вычислении 

𝐴∑
𝑎𝑏 по известному  углы 𝜑𝑎 и 𝜑𝑏 являются пределами интегрирования. 

Так как в положениях 𝜑𝑎 и 𝜑𝑏 скорость главного вала имеет экстремумы, то ускорение 

его здесь равно нулю. Подставляя пары значений 𝜔 = 𝜔𝑚𝑖𝑛 , 𝜀 = 0  и 𝜔 = 𝜔𝑚𝑎𝑥 , 𝜀 = 0  в 

уравнение движения машины 𝐽∑
пр

∙ 𝜀 +
𝑑𝐽∑

пр
(𝜑)

𝑑𝜑
∙
𝜔2

2
= 𝑀∑

пр
, получим два трансцендентных 

уравнения для определения 𝜑𝑎 и 𝜑𝑏: 

𝑑𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑)

𝑑𝜑
∙
𝜔𝑚𝑖𝑛

2

2
= 𝑀∑

пр
(𝜑), 

min b max
a

 ,a b 

 ,a b 

пр

IJ

)(прM 
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𝑑𝐽𝐼
пр

(𝜑)

𝑑𝜑
∙
𝜔𝑚𝑎𝑥

2

2
= 𝑀∑

пр
(𝜑). 

Каждое из них на интервале изменения обобщённой координаты 𝜑  равном 

[𝜑н, 𝜑н + 𝜑ц]  имеет несколько корней. Чтобы найти единственный корень, надо задать 

соответствующее начальное приближение. Для их задания воспользуемся результатами 

исследования по методу Н.И. Мерцалова. 

Теперь, зная положения 𝜑𝑎 и 𝜑𝑏, момент инерции 𝐽𝐼
пр

, можно рассчитать по формуле: 

𝐽𝐼
пр

=
2𝐴∑

𝑎𝑏−𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑎)∙𝜔𝑚𝑎𝑥
2 +𝐽𝐼𝐼

пр
(𝜑𝑏)∙𝜔𝑚𝑖𝑛

2

𝜔𝑚𝑎𝑥
2 −𝜔𝑚𝑖𝑛

2 = 32.013, 

и далее найти обобщённую скорость в любой точке цикла положив в 

𝜔(𝜑) = √
2𝐴∑(𝜑)−𝐽∑

пр(𝜑н)∙𝜔н
2

𝐽∑
пр

(𝜑)
, 

𝜑н = 𝜑𝑎 и добавив 𝐽𝐼
пр

 к 𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑): 

𝜔(𝜑) = √
2[𝐴∑(𝜑)−𝐴∑(𝜑𝑎)]+𝜔𝑚𝑎𝑥

2 ∙[ 𝐽𝐼
пр

+𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑎)]

𝐽𝐼
пр

+𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑)
. 

Положив в предыдущий 𝜑 = 𝜑н, найдём угловую скорость главного вала машины в 

момент начала цикла 𝜔н — начальную угловую скорость: 

𝜔(𝜑н) = √
2[𝐴∑(𝜑н)−𝐴∑(𝜑𝑎)]+𝜔𝑚𝑎𝑥

2 ∙[ 𝐽𝐼
пр

+𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑𝑎)]

𝐽𝐼
пр

+𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑н)
, 

и начальную кинетическую энергию:𝑇н = [ 𝐽𝐼
пр

+ 𝐽𝐼𝐼
пр

(𝜑н)] ∙
𝜔н

2

2
. 

Далее, можно рассчитать обобщённое угловое ускорение 𝜀(𝜑): 

𝜀(𝜑) =
1

𝐽𝐼
пр

+𝐽𝐼𝐼
пр(𝜑)

(𝑀∑
пр

(𝜑) −
𝑑𝐽𝐼𝐼

пр
(𝜑)

𝑑𝜑
∙
𝜔(𝜑)2

2
). 

Результаты расчёта обобщённых координат 𝜔(𝜑)  и 𝜀(𝜑)  занесём в таблицу 8 

представляются в виде графика на рисунке 12, а график работы внешних сил на рисунке 13: 

Таблица 8 

Обобщённые угловые скорости и обобщённые угловые ускорения 

φ (°) 𝜔(𝜑) 𝜀(𝜑) 

0 13,058 3,346 

30 13,057 -3,082 

60 12,847 -6,839 

90 12,531 -8,035 

120 12,216 -6,295 

150 12,047 -1,06 

180 12,128 3,411 

210 12,274 3,446 

240 12,423 3,607 

270 12,578 3,767 

300 12,738 4,021 

330 12,906 4,086 

360 13,058 3,346 

Составлено/разработано автором 
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Рисунок 12. График обобщённых угловой скорости 

и углового ускорения (составлено/разработано автором) 

 

Рисунок 13. График работы внешних сил (составлено/разработано автором) 

 

Определение момента инерции дополнительной маховой массы 

Приведённый к главному валу машины момент инерции первой группы звеньев 𝐽𝐼
пр

 

обеспечивает изменение угловой скорости 𝜔 главного вала в интервале значений, заданных 

допустимым коэффициентом неравномерности [𝛿] . В первую группу звеньев кроме 

начального звена механизма часто входят и другие звенья: роторы электрических двигателей, 

зубчатые колеса, подвижные части редукторов, муфты и т. д. Все эти вращающиеся звенья, 

связаны со звеном приведения постоянным передаточным отношением.2 Если сумма 

приведённых моментов инерции вращающихся звеньев 𝐽вр
пр

 оказывается меньше необходимого 

момента инерции 𝐽𝐼
пр

, то в состав первой группы звеньев следует ввести дополнительную 

маховую массу (маховик), момент инерции которой: 

𝐽доп = 𝐽𝐼
пр

− ∑𝐽вр
пр

. 
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Приведём инертность кривошипного вала: 

(
𝜔дв

𝜔ср
)2 ∙ 𝐽01. 

Далее найдём момент инерции дополнительной маховой массы (маховика) на главном 

валу машины: 

𝐽доп = 𝐽𝐼
пр

− (
𝜔дв

𝜔ср
)
2

∙ 𝐽01 = 14.8 Нм. 

Для понижения величины  маховик можно установить не на главном валу, а на 

более быстроходном, связанном с главным валом зубчатой передачей: 

𝐽маховика = 𝐽доп ∙ (
11

15
)2 = 7.959 Нм. 

 

Габариты и масса маховика 

Конструктивно маховик, момент инерции которого обозначают 𝐽доп , выполняется в 

форме обода со ступицей или в форме сплошного диска. В осевом сечении обод маховика 

имеет форму прямоугольника, стороны которого ограничиваются наружным 𝐷2, внутренним 

𝐷1 диаметрами и толщиной b как представлено на рисунке 14. Соотношения между размерами 

записывают в виде безразмерных коэффициентов 𝜓𝑏 =
𝑏

𝐷2
 и 𝜓ℎ =

𝐷1

𝐷2
. 

Из конструктивных соображений обычно принимают 𝜓𝑏 = 0,2 ; 𝜓ℎ = 0,6 – 0,8 . 

Плотность материала маховика 𝜌 = 7 800  кг/м3. При значениях 𝜓𝑏 = 0,2  и 𝜓ℎ = 0,8 

расчётные формулы и результаты представлены в таблице 9: 

Таблица 9 

Размеры маховика 

Наружный диаметр 𝐷2 = 0.437 ∙ √𝐽доп
5  0,662 м 

Внутренний диаметр 𝐷1 = 0,8𝐷2 0,529 м 

Ширина обода 𝑏 = 0,2𝐷2 0,132 м 

Масса обода 𝑚 = (𝐷2
2 − 𝐷1

2) ∙ 𝑏 127,721 кг 

Составлено/разработано автором 

 

Рисунок 14. Обод маховика со спицами и ступицей (составлено/разработано автором) 
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Кинематический силовой анализ механизма 

Определяем реакции связей в кинематических парах механизма методом 

уравновешивающего момента, приложенный к ведущему звену. 

Допущение 7. Связи в механизме стационарные, удерживающие и голономные. 

Допущение 8. Система сил плоская (звенья механизма — однородные твёрдые тела, 

имеют плоскость симметрии и движутся параллельно этой плоскости). 

кинематические функции исследуемого механизма (положения, аналоги скоростей и 

ускорений звеньев и характерных точек), а также найденные при решении задачи динамики 

(Раздел 3) характеристики движения главного вала машины: обобщённые угловая скорость  

и угловое ускорение . 

 

Определение истинных законов движения механизма 

Зная обобщённую угловую скорость и обобщённое угловое ускорение, истинные 

законы движения остальных звеньев механизма могут быть найдены по следующим 

формулам: 

𝜔𝑗 = 𝜔𝑞𝑗𝜔, 𝑣̅𝑀 = 𝑣̅𝑞𝑀 ∙ 𝜔; 

𝜀𝑗 = 𝜀𝑞𝑗𝜔
2 + 𝜔𝑞𝑗𝜀, 𝑎̅𝑀 = 𝑎̅𝑞𝑀𝜔2 + 𝑣̅𝑞𝑀𝜀, 

где 𝜔𝑞𝑗 =
𝑑𝜑𝑗

𝑑𝜑
 — аналог угловой скорости; 𝜀𝑞𝑗 =

𝑑2𝜑𝑗

𝑑𝜑2  — аналог углового ускорения; 

𝑣̅𝑞𝑀 =
𝑑𝑟̅𝑀

𝑑𝜑
 — аналог линейной скорости; 𝑎𝑞𝑀 =

𝑑2𝑟̅𝑀

𝑑𝜑2   — аналог линейного 

ускорения. 

Угловое ускорение входного звена механизма рассчитывается по формуле: 𝜀1 = 𝜔𝑞𝑗𝜀. 

Для заданного механизма получим следующие выражения: 

VСx(φ) = VСx(φ) ∙ ω(φ); 

VS4x(φ) = VqS4x(φ) ∙ ω(φ); VS4y(φ) = VqS4y(φ) ∙ ω(φ); 

VS2x(φ) = VqS2x(φ) ∙ ω(φ); VS2y(φ) = VqS2y(φ) ∙ ω(φ); 

aСx(φ) = aСx(φ) ∙ ω(φ)2 + VСx(φ) ∙ ε(φ); 

aS4x(φ) = aqS4x(φ) ∙ ω(φ)2 + VqS4x(φ) ∙ ε(φ); 

aS4y(φ) = aqS4y(φ) ∙ ω(φ)2 + VqS4y(φ) ∙ ε(φ); 

aS2x(φ) = aqS3x(φ) ∙ ω(φ)2 + VqS3x(φ) ∙ ε(φ); 

aS2y(φ) = aqS3y(φ) ∙ ω(φ)2 + VqS3y(φ) ∙ ε(φ); 

ω1(φ) = ωq1 ∙ ω(φ); 

ω2(φ) = ωq2(φ) ∙ ω(φ); 

ω3(φ) = ωq3 ∙ ω(φ); 

ω4(φ) = ωq4(φ) ∙ ω(φ); 

ε1(φ) = 0 ∙ ω(φ)2 + ωq1 ∙ ε(φ); 





2

2
= M

qM

d r
a

d
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ε2(φ) = εq2(φ) ∙ ω(φ)2 + ωq1 ∙ ε(φ); 

ε3(φ) = εq3(φ) ∙ ω(φ)2 + ωq3(φ) ∙ ε(φ); 

ε4(φ) = εq4(φ) ∙ ω(φ)2 + ωq4(φ) ∙ ε(φ). 

 

Определение сил инерции и моментов сил инерции 

Результаты расчёта сил инерции от 0 до 2π занесём в таблицу 10: 

Таблица 10 

Силы инерции звеньев 

φ (°) Ф2𝑋(𝜑)  Ф2𝑌(𝜑) Ф4𝑋(𝜑) Ф4𝑌(𝜑) Ф5𝑋(𝜑) 

0 92,59 -185,317 104,671 -102,354 458,433 

30 145,61 -117,749 95,431 -75,183 354,13 

60 156,993 -12,395 71,159 -20,024 179,077 

90 113,847 81,24 22,792 28,667 14,44 

120 27,725 134,259 -61,634 52,717 -212,226 

150 -59,106 141,655 -137,188 48,223 -427,089 

180 -102,943 122,286 -119,791 36,015 -371,787 

210 -123,566 84,352 -68,768 33,79 -217,738 

240 -125,655 31,66 -31,47 36,231 -118,759 

270 -96,41 -32,771 6,353 28,455 -29,001 

300 -37,299 -107,739 53,023 -10,123 121,159 

330 29,85 -174,371 91,511 -71,804 338,589 

360 92,59 -185,317 104,671 -102,354 458,433 

Составлено/разработано автором 

 

Расчёт моментов сил инерции для заданного положения механизма 

Результаты расчёта моментов сил инерции от 0 до 2π занесём в таблицу 11: 

Таблица 11 

Моменты сил инерции звеньев 

φ (°) 𝑀Ф2(𝜑)  𝑀Ф4(𝜑) 𝑀Ф1(𝜑) 

0 -1,189 -28,247 -107,124 

30 -8,996 -19,717 98,651 

60 -11,08 -4,367 218,938 

90 -13,156 7,647 257,231 

120 -18,471 13,581 201,531 

150 -21,687 12,584 33,94 

180 -11,273 9,432 -109,209 

210 4,563 8,759 -110,312 

240 17,665 9,36 -115,476 

270 26,386 7,603 -120,582 

300 25,721 -1,842 -128,734 

330 13,29 -18,811 -130,788 

360 -1,189 -28,247 -107,124 

Составлено/разработано автором 

 

Кинетостатический силовой расчёт по группам 

Метод кинетостатики основан на принципе Д’Аламбера. 
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Под принципом Д’Аламбера понимается общий метод решения задач, при котором 

уравнения динамики принимают вид уравнений статики. 

Применительно к механизмам его можно сформулировать так: при добавлении сил 

инерции к внешним силам, действующим на систему в ней устанавливается мгновенное 

статическое равновесие и ее можно рассчитывать, используя уравнения статики: 

∑ 𝐹𝑖̅
𝑘
𝑖=1 + ∑ Ф𝑖

̅̅ ̅𝑛
𝑖=1 = 0; ∑ 𝑀𝐹𝑖

𝑘
𝑖=1 + ∑ 𝑀Ф𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0, 

где 𝐹𝑖̅ — внешние силы, приложенные к звеньям механизма; 𝑀𝐹𝑖  — внешние моменты сил, 

действующие на звенья механизма; Ф𝑖
̅̅ ̅ — инерционные силы; 𝑀Ф𝑖 — моменты сил инерции, 

приложенные к звеньям механизма. 

Силы инерции определяются по формуле: Ф𝑖
̅̅ ̅ = −𝑚𝑖 ∙ 𝑎𝑆𝑖̅̅ ̅̅  

Момент сил инерции входного звена (звена 1) рассчитывается по формуле: 

𝑀Ф𝑖 = −𝐽𝐼
пр

∙ 𝜀1, 

где 𝐽𝐼
пр

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  — приведённый момент инерции I-ой группы звеньев; 𝜀1  — угловое 

ускорение начального звена механизма. 

Примем следующие формальные правила: 

1. Сохраним абсолютную правую декартовую систему координат, связанную с 

неподвижной точкой начального звена 𝑆𝑋𝑂𝑌 ; в этой системе координат были 

рассчитаны кинематические параметры механизма. 

2. Силы в расчетных схемах разложим по положительным осям системы 

координат 𝑆𝑋𝑂𝑌 ; моменты сил, направленные против хода часовой стрелки, 

будем считать положительными. 

3. Статически определимую систему уравнений равновесия сил составим для 

каждой группы Ассура и кинематической группы I-го класса согласно 

алгоритмической формуле, полученной для исследуемого механизма. 

4. Момент силы в уравнениях равновесия запишем относительно точки O системы 

координат 𝑆𝑋𝑂𝑌  следующим образом: 

𝑀𝑜(𝐹𝐴
̅̅ ̅) = 𝑟̅𝐴х𝐹 = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝑥𝐴 𝑦𝐴 0
𝐹𝑥 𝐹𝑦 0

| = 𝑘̅ ∙ (−𝐹𝑥 ∙ 𝑦𝐴 + 𝐹𝑦 ∙ 𝑥𝐴). 

где 𝑟̅𝐴 = {𝑥𝐴, 𝑦𝐴}− радиус-вектор т. A в системе координат 𝑆𝑋𝑂𝑌; 𝐹𝐴 = {𝐹𝑥 , 𝐹𝑦} — вектор силы, 

приложенной в точке A; 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 — положительные проекции 𝐹𝐴 в 𝑆𝑋𝑂𝑌 . 

 

Группа Ассура IIВВП (4,5) 

Для звена 5, представлено в рис.15, запишем: 

𝑅45𝑥 = −𝑅54𝑥;  𝑅45𝑦 = −𝑅54𝑦; 

𝐹𝑥
(5)

= 𝑅54𝑥 + Ф5𝑥 + 𝐹5 = 0; 

𝐹𝑦
(5)

= 𝑅50 − 𝐺5𝑦 + 𝑅54𝑦 = 0; 

𝑀𝑂
(5)

= (𝑅54𝑦 − 𝐹5 − 𝐺5𝑦 + 𝑅50) ∙ 𝑋𝑐 − (Ф5𝑥 + 𝑅54𝑥) ∙ 𝑌𝑐 + 𝑀п5 = 0. 
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Для звена 4, представлено на рисунке 15, запишем: 

𝐹𝑥
(4)

= 𝑅45𝑥 + Ф4𝑥 + 𝑅42𝑥 = 0; 

𝐹𝑦
(4)

= 𝑅45𝑦 − 𝐺4𝑦 + Ф4𝑦 + 𝑅42𝑦 = 0; 

𝑀𝑂
(4)

= −𝑅45𝑥 ∙ 𝑌𝑐 + 𝑅45𝑦 ∙ 𝑋𝑐 − 𝑅42𝑥 ∙ 𝑌𝐵 − Ф4𝑥 ∙ 𝑌𝑆4 + (Ф4𝑦 − 𝐺4𝑦) ∙ 𝑋𝑆4 + 𝑀Ф4 = 0. 

 

Рисунок 15. Группа Ассура IIВВП (4,5). 

Пятое звено (слева) и четвёртое звено (справа) (составлено/разработано автором) 

Матрица А Вектор В 

 𝑅54𝑥 𝑅54𝑦  𝑅42𝑥 𝑅42𝑦  𝑅50 𝑀п5  

𝐹𝑥
(5)

 1 0 0 0 0 0 −Ф5𝑥 − 𝐹5 

𝐹𝑦
(5)

 0 1 0 0 1 0 𝐺5𝑦 

𝐹𝑥
(4)

 -1 0 1 0 0 0 −Ф4𝑥 

𝐹𝑦
(4)

 0 -1 0 1 0 0 −Ф4𝑦 + 𝐺4𝑦 

𝑀𝑂
(5)

 -𝑌𝑐 𝑋𝑐 0 0 𝑋𝑐 1 Ф5𝑥 ∙ 𝑌𝑐 + 𝐺5𝑦 ∙ 𝑋𝑐 + 𝐹5 ∙ 𝑌𝑐 

𝑀𝑂
(4)

 𝑌𝑐 −𝑋𝑐 −𝑌𝐵 𝑋𝐵 0 0 Ф4𝑥 ∙ 𝑌𝑆4 − Ф4𝑦 ∙ 𝑋𝑆4 + 𝐺4𝑦 ∙ 𝑋𝑆4 − 𝑀Ф4 

С помощью Mathcad построим годограф реакции 𝑅54 (рис. 16). 

 

Рисунок 16. Годограф реакции 𝑅54 (составлено/разработано автором)  
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Группа Ассура IIВВВ (2,3) 

Для звена 3, представлено на рисунке, запишем: 

𝑅24𝑥 = −𝑅42𝑥;  𝑅24𝑦 = −𝑅42𝑦; 

𝐹𝑥
(3)

= 𝑅23𝑥 + 𝑅24𝑥 + 𝑅30𝑥 = 0; 

𝐹𝑦
(3)

= 𝑅23𝑦 + 𝑅30𝑦 + 𝑅24𝑦 = 0; 

𝑀𝑂
(3)

= −(𝑅23𝑥 + 𝑅24𝑥) ∙ 𝑌𝐵 + (𝑅23𝑦 + 𝑅24𝑦) ∙ 𝑋𝐵 − 𝑅30𝑥 ∙ 𝑌𝐷 + 𝑅30𝑦 ∙ 𝑋𝐶 + 𝑅30𝑦 ∙ 𝑋𝐷 = 0. 

Для звена 2, представлено на рисунке 17, запишем: 

𝑅32𝑥 = −𝑅23𝑥;  𝑅32𝑦 = −𝑅23𝑦; 

𝐹𝑥
(2)

= 𝑅21𝑥 + Ф2𝑥 + 𝑅32𝑥 = 0; 

𝐹𝑦
(2)

= 𝑅21𝑦 + Ф2𝑦 + 𝑅32𝑦 − 𝐺2𝑦 = 0; 

𝑀𝑂
(2)

= −𝑅21𝑥 ∙ 𝑌𝐴 − Ф2𝑥 ∙ 𝑌𝑠2 + 𝑅32 ∙ 𝑌𝐵 + 𝑅21 ∙ 𝑌𝐵 + Ф2𝑦 ∙ 𝑋𝑠2 + 𝑅32𝑦 ∙ 𝑋𝐵 − 𝐺2𝑦 ∙ 𝑋𝑠2 + 𝑀Ф2. 

 

Рисунок 17. Группа Ассура IIВВВ (2,3). 

Третье звено (слева) и второе звено (справа) (составлено/разработано автором) 

Матрица А Вектор В 

 𝑅21𝑥 𝑅21𝑦  𝑅32𝑥 𝑅32𝑦  𝑅30𝑥 𝑅30𝑦   

𝐹𝑥
(2)

 1 0 1 0 0 0 −Ф2𝑥 

𝐹𝑦
(2)

 0 1 0 1 0 0 −Ф2𝑦 + 𝐺2𝑦 

𝐹𝑥
(3)

 0 0 -1 0 1 0 𝑅24𝑥 

𝐹𝑦
(3)

 0 0 0 -1 0 1 𝑅24𝑦  

𝑀𝑂
(2)

 −𝑌𝐴 𝑋𝐴 𝑌𝐵 𝑋𝐵 0 0 Ф2𝑥 ∙ 𝑌𝑠2 − Ф2𝑥 ∙ 𝑌𝑠2 + 𝐺2𝑦 ∙ 𝑋𝑠2 − 𝑀Ф2 

𝑀𝑂
(3)

 0 0 𝑌𝐵 −𝑋𝐵 −𝑌𝐷 𝑋𝐷 𝑅24𝑥 ∙ 𝑌𝐵 − 𝑅24𝑦 ∙ 𝑋𝐵 

С помощью Mathcad построим годограф реакции 𝑅32 (рис. 18). 
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Рисунок 18. Годограф реакции 𝑅32 (составлено/разработано автором) 

 

Первичное звено IB (0,1) 

Для звена 1, представлено на рисунке 19, запишем: 

𝑅12𝑥 = −𝑅21𝑥;  𝑅12𝑦 = −𝑅21𝑦; 

𝐹𝑥
(1)

= 𝑅01𝑥 + 𝑅12𝑥 = 0; 

𝐹𝑦
(1)

= 𝑅01𝑦 + 𝑅12𝑦 = 0; 

𝑀𝑂
(1)

= −𝑅12𝑥 ∙ 𝑌𝐴 + 𝑅12𝑦 ∙ 𝑋𝐴 + 𝑀ур + 𝑀Ф1 = 0. 

 

Рисунок 19. Группа Ассура IB (0,1) (составлено/разработано автором) 

Матрица А Вектор В 

 𝑅01𝑥 𝑅01𝑦  𝑀Ф1  

𝐹𝑥
(1)

 1 0 0 −𝑅12𝑥 

𝐹𝑦
(1)

 0 1 0 −𝑅12𝑦 

𝑀𝑂
(1)

 0 0 1 𝑅12𝑥 ∙ 𝑌𝐴 + 𝑅12𝑦 ∙ 𝑋𝐴 − 𝑀Ф1 

Составлено/разработано автором 

Расчёт погрешности в определении движущего момента. 

Относительная погрешность между движущими моментами: ∆=
𝑀𝐷−𝑀ур

𝑀𝐷
= 0,00002168 %. 

Численные значения всех найденных реакций в таблице 12. 
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Таблица 12 

Численные значения реакции звеньев 

Положение механизма, 𝑅54, Н 𝑅42, Н 𝑅32, Н 𝑅40, Н 𝑅10, Н 

0 8 773,55 8 967,41 5 693,49 5 693,49 6 950,59 

30 8 506,68 8 672,97 6 486,24 6 486,24 6 694,53 

60 8 068,93 8 173,34 7 433,95 7 433,95 6 522,33 

90 7 783,07 7 810,72 8 610,39 8 610,39 6 983,71 

120 7 578,38 7 057,88 9 846,5 9 846,5 7 644,34 

150 7 413,46 7 261,61 10 346,4 10 346,4 8 716,93 

180 375,12 498,16 780,62 780,62 598,74 

210 231,41 291,63 375,58 375,58 272,68 

240 156,311 152,94 152,627 152,627 202,12 

270 105,66 44,995 20,95 20,95 280,41 

300 125,61 225,74 64,85 64,85 501,93 

330 364,97 570,38 126,97 126,97 885,64 

360 8 773,55 8 967,41 5 693,49 5 693,49 6 950,59 

Составлено/разработано автором 

С помощью Mathcad построим годограф реакции 𝑅01 (рис. 20). 

 

Рисунок 20. Годограф реакции 𝑅01 (составлено/разработано автором) 

Таким образом, в данном разделе были определены все реакции связей в 

кинематических парах данного механизма, а также определён уравновешенный момент, 

приложенный к ведущему звену (была определена погрешность движущего момента, и она 

составила ∆ = 0,00002168 %). 

 

Проектирование зубчатых зацеплений механизма 

и планетарного зубчатого механизма с цилиндрическими колёсами 

В этом разделе производится расчёт эвольвентой зубчатой передачи внешнего 

зацепления. Также проектируется планетарный зубчатый механизм с цилиндрическими 

колёсами.  

https://resources.today/
http://izd-mn.com/


Интернет-журнал «Отходы и ресурсы» 

Russian Journal of Resources, Conservation and Recycling 

2024, Том 11, № 1 

2024, Vol. 11, Iss. 1 

ISSN 2500-0659 

https://resources.today 
 

Страница 24 из 41 

01INOR124 
Издательство «Мир науки» \ Publishing company «World of science» http://izd-mn.com 

Проектирование зубчатых зацеплений механизма 

В качестве исходных данных имеем: число зубьев шестерни, Z5 = 11; число зубьев 

колеса, Z6 = 15; модуль зубчатых колёс, m = 5 мм; угол наклона линии зубьев,  = 0; 

параметры и коэффициенты исходного контура в соответствии с ГОСТ 13755-81 

представлены в таблице 13: 

Таблица 13 

Параметры и коэффициенты исходного контура 

Угол главного профиля  = 20 

Коэффициент высоты головки зуба ha
* = 1 

Коэффициент радиального зазора c* = 0,25 

Составлено/разработано автором 

 

Геометрический расчёт эвольвентой зубчатой передачи 

Определим параметры исходного производящего контура инструмента в торцевом 

сечении по следующим формулам: 

• угол профиля: 𝛼𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
𝑡𝑔𝛼

𝑐𝑜𝑠𝛽
) = 𝛼 = 20°; 

• шаг: 𝑝𝑡 =
𝑝

𝑐𝑜𝑠𝛽
= 𝑝; 

• модуль зацепления зубьев: 𝑚𝑡 =
𝑚

𝑐𝑜𝑠𝛽
= 𝑚 = 5 мм; 

• коэффициент высоты головки зуба: ℎ𝑎𝑡
∗ = ℎ𝑎

∗ ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽 = ℎ𝑎
∗ = 1; 

• коэффициент радиального зазора: 𝑐𝑡
∗ = 𝑐∗ ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽 = 𝑐∗ = 0,25. 

Затем определим: 

• радиусы делительных окружностей колес: 𝑟1,2 =
𝑚𝑡∙𝑧1,2

2
; 

• радиусы основных окружностей: 𝑟𝑏1,2 =
𝑚𝑡∙𝑧1,2∙𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡

2
; 

• угол зацепления передачи: 𝑖𝑛𝑣𝑎𝑤 = 𝑖𝑛𝑣𝑎𝑡 +
2∙𝑥∙𝑡𝑔𝑎𝑡

 𝑧
; 

• суммарное смещение: 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2; 

• суммарное число зубьев: 𝑧 = 𝑧1 + 𝑧2; 

• коэффициенты воспринимаемого смещения: 𝑦 =
𝑧1+𝑧2

2
∙ (

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡𝑤
− 1); 

• коэффициент уравнительного смещения: ∆𝑦 = 𝑥 − 𝑦; 

• радиусы начальных окружностей шестерни 1 и колеса 2: 𝑟𝑤1,2 =
𝑚∙𝑧1,2∙𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡

2∙𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡𝑤
; 

• межосевое расстояние: 𝑎𝑤 = 𝑟𝑤1 + 𝑟𝑤2. 

Для расчёта исполнительных размеров зубчатых колёс воспользуемся следующими 

формулами: 

• радиусы окружностей вершин:𝑟𝑎1,2 = 𝑚𝑡 ∙ (
𝑧1,2

2
+ ℎ𝑎𝑡

∗ + 𝑥1,2 − ∆𝑦); 

• радиусы окружностей впадин: 𝑟𝑓1,2 = 𝑚𝑡 ∙ (
𝑧1,2

2
+ 𝑥1,2 − ℎ𝑎𝑡

∗ − 𝑐𝑡
∗); 
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• высота зубьев колес: ℎ = ℎ1 = ℎ2 = 𝑚𝑡 ∙ (2ℎ𝑎𝑡
∗ + 𝑐𝑡

∗ − ∆𝑦); 

• толщины зубьев по дугам делительных окружностей: 

𝑠1,2 = 𝑚𝑡 ∙ (
𝜋

2
+ 2 ∙ 𝑥1,2 ∙ 𝑡𝑔𝛼𝑡); 

• углы профиля на окружности вершин зубьев колёс: 𝛼𝑎1,2 = arccos (
𝑟𝑏1,2

𝑟𝑎1,2
); 

• толщины зубьев по дугам окружностей вершин: 

𝑠𝑎1,2 = 𝑚𝑡
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑎1,2
∙ (

𝜋

2
+ 2 ∙ 𝑥1,2 ∙ 𝑡𝑔𝛼𝑡 − 𝑧1,2(𝑖𝑛𝑣𝑎𝑎1,2 − 𝑖𝑛𝑣𝑎𝑡)). 

Для построения станочного зацепления дополнительно определяют толщину зуба s0 

исходного производящего контура по делительной прямой, равную ширине впадины: 

𝑠0𝑡 = 𝑒0𝑡 =
𝜋∙𝑚𝑡

2
; шаг: 𝑝𝑡 = 𝜋 ∙ 𝑚𝑡; 

• радиусы скругления основания головки зуба ИПК: 𝜌𝑓𝑡 = 𝜌𝑓𝑡
∗ ∙ 𝑚𝑡 =

𝐶𝑡
∗∙𝑚𝑡

1−𝑠𝑖𝑛𝛼𝑡
; 

• шаг по хорде делительно окружности шестерни: 𝑝1 = 𝑚1 ∙ 𝑧1 ∙ sin (
180°

𝑧1
). 

 

Качественные показатели 

При проектировании зубчатых передач качественные показатели дают возможность 

оценить плавность и бесшумность зацепления, прочность и возможный износ зубьев колёс по 

сравнению с другими передачами. Такая оценка важна для рационального выбора 

коэффициентов смещения исходного производящего контура инструмента при изготовлении 

зубчатых колёс. 

Коэффициент скольжения  зуба учитывает влияние геометрических и кинематических 

факторов на проскальзывание профиля зуба в процессе зацепления. 

1 =
𝑧2∙(𝑡𝑔𝛼𝑎2−𝑡𝑔𝛼𝑤)

(𝑧1+𝑧2)∙𝑡𝑔𝛼𝑤−𝑧2∙𝑡𝑔𝛼𝑎2
∙ (1 +

𝑧1

𝑧2
); 

2 =
𝑧1∙(𝑡𝑔𝛼𝑎1−𝑡𝑔𝛼𝑤)

(𝑧1+𝑧2)∙𝑡𝑔𝛼𝑤−𝑧1∙𝑡𝑔𝛼𝑎1
∙ (1 +

𝑧1

𝑧2
). 

Коэффициент удельного давления p учитывает влияние радиусов кривизны профилей 

зубьев на контактные напряжения. 

𝑝 =
𝑚𝑡∙(𝑢12+1)2

𝛼𝑤∙𝑠𝑖𝑛𝛼𝑤∙𝑢12
=

2∙(𝑧1+𝑧2)

𝑧1∙𝑧2∙𝑡𝑔𝛼𝑤∙𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡
. 

Коэффициент перекрытия  позволяет оценивать непрерывность и плавность 

зацепления. Эти качественные показатели передачи обеспечиваются перекрытием зацепления 

пары зубьев: каждая последующая пара зубьев должна войти в зацепление до того, как 

предшествующая пара выйдет из него. 

𝜀𝛼 =
𝑧1

2∙𝜋
(𝑡𝑔𝛼𝑎1 − 𝑡𝑔𝛼𝑤) +

𝑧2

2∙𝜋
(𝑡𝑔𝛼𝑎2 − 𝑡𝑔𝛼𝑤). 

 

Выбор коэффициентов смещения с учётом качественных показателей 

Для получения таблиц значений качественных характеристик используем программу 

ZUB. Результаты представлены в таблице 14. 
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Расчёт зубчатой передачи: 

*** ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ*** 

z1 = 11,000 z2 = 15,000 m = 5 beta = 0,000 

alf = 20,000 ha = 1,000 c = 0,25 aw0 = 0,000 

 

Таблица 14 

Значения качественных характеристик 

***РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА*** 

x2 = 0,500 r1 = 27,500 r2 = 37,500 rb1 = 25,840 

rb2 = 35,24 pt = 15,700 mt = 5,000 hat = 1,000 

ct = 0,250 alft = 20,000 ro = 1,900 p1x = 15,556 

p2x = 15,590 zmint = 17,097 xmin1t = 0,3570 xmint2 = 0,1230 

so = 7,850 

 

x1: 0,000 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 

y1: 0,445 0,526 0,606 0,684 0,761 0,836 0,910 0,984 

dy: 0,055 0,074 0,094 0,116 0,139 0,164 0,190 0,216 

rw1: 28,442 28,614 28,782 28,947 29,109 29,268 29,426 29,581 

rw2: 38,799 39,033 39,262 39,487 39,708 39,925 40,139 40,351 

aw: 67,241 67,647 68,044 68,434 68,817 69,194 69,565 69,931 

ra1: 32,226 32,632 33,030 33,420 33,803 34,180 34,551 39,918 

ra2: 44,726 44,632 44,530 44,420 44,303 44,180 44,051 43,918 

rf1: 21,250 21,750 22,250 22,750 23,250 23,750 24,250 24,750 

rf2: 33,750 33,750 33,750 33,750 33,750 33,750 33,750 33,750 

h: 10,976 10,882 10,780 10,670 10,553 10,430 10,301 10,168 

s1: 7,854 8,218 8,582 8,946 9,310 9,674 10,038 10,402 

s2: 9,674 9,674 9,674 9,674 9,674 9,674 9,674 9,674 

alfwt: 24,675 25,419 26,121 26,784 27,415 28,016 28,591 29,143 

sa1: 3,414 3,269 3,119 2,964 2,805 2,604 2,471 2,298 

sa2: 2,299 2,440 2,592 2,755 2,927 3,105 3,298 3,478 

ealf: 1,296 1,239 1,209 1,179 1,149 1,119 1,089 1,059 

egam: 1,296 1,239 1,209 1,179 1,149 1,119 1,089 1,059 

lam1: 38,006 11,270 6,324 4,234 3,077 2,304 1,828 1,450 

lam2: 1,453 1,460 1,464 1,469 1,474 1,480 1,486 1,492 

teta: 0,730 0,706 0,684 0,665 0,647 0,631 0,616 0,602 

Составлено/разработано автором 

Обязательные условия, при выполнении которых обеспечивается выбор оптимальных 

коэффициентов смещения: 

1. Проектируемая передача не должна заклинивать. 

2. Коэффициент перекрытия проектируемой передачи должен превышать 

допустимое значение 𝜀𝛼 > [𝜀𝛼]. 

3. Зубья у проектируемой передачи не должны быть подрезаны, и их толщина на 

окружности вершин должна превышать допустимое значение 𝑠𝑎 > [𝑠𝑎].
2 

Расчётные коэффициенты необходимо выбрать так, чтобы избежать подрезания и 

заострения зубьев. Отсутствие подрезания обеспечивается минимальным значением 

коэффициента смещения, а отсутствие заострения — максимальным. Значение 

𝑥1𝑚𝑖𝑛 = 0,2396 вычисляется на ЭВМ. Для определения значения 𝑥1𝑚𝑎𝑥  на графике провели 
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линию [𝑆𝑎1] = 0,2 ∙ 𝑚  до пересечения с кривой 𝑆𝑎1(𝑥1) . В точке их пересечения получили 

значение 𝑥1𝑚𝑎𝑥 . Таким образом, выделили зону «подрезание-заострение». Затем провели 

линию [𝜀𝛼] = 1,1  до пересечения с графиком 𝜀𝛼 . Таким образом, определили область 

дозволенных решений по 𝜀𝛼. В этой области выбран коэффициент смещения 𝑥1 = 0,5. 

По вычисленным параметрам построим следующие графики: 

1. График изменения коэффициента торцевого перекрытия 𝜀𝛼(𝑥1). 

2. Графики изменения коэффициентов скольжения зубьев 𝜆1(𝑥1), 𝜆2(𝑥1). 

3. График изменения коэффициента удельного давления 𝜗(𝑥1). 

4. График изменения 𝑆𝑎1/𝑚. 

Все построения приведены на рисунке 21. 

 

Рисунок 21. График качественных показателей 

зубчатой передачи (составлено/разработано автором) 

Все полученные значения приведём в таблице 15. 

Таблица 15 

Значения для профилирования 

Параметры Обозначение Значение параметра 

Число зубьев шестерни z1 11 

Число зубьев колеса z2 15 

Модуль m 5 

Радиальный зазор Cm 1,25 

Смещение исх. контура x2m 2,5 

Радиусы делительных окружностей r1 27,500 

r2 37,500 

Радиусы основных окружностей rb1 25,840 

rb2 35,240 

Радиус скругления основания ножки зуба f
 1,900 

Шаг торцовый pt 15,700 

Шаги по хордам p1 15,556 

p2 15,619 

Толщина зуба исх. контура s0 7,850 

Смещение исх. контура x1m 2,6 

Воспринимаемое смещение ym 4,18 
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Параметры Обозначение Значение параметра 

Уравнительное смещение my   0,82 

Радиусы начальных окружностей rw1 29,268 

rw2 39,925 

Межосевое расстояние aw 69,194 

Радиусы окружностей вершин ra1 34,180 

ra2 44,180 

Радиусы окружностей впадин rf1 23,750 

rf2 33,750 

Высота зубьев колеса h 10,430 

Толщина зубьев по делительной окружности s1 9,674 

s2 9,674 

Угол зацепления передачи wt  28,016 

Толщина зубьев по дугам окружностей вершин sa1 2,604 

sa2 3,105 

Составлено/разработано автором 

При профилировании шестерни был использован метод обкатки. Профиль зуба 

изготовляемого колеса воспроизводиться, как огибающая ряда положений исходного 

производящего контура реечного инструмента в станочном зацеплении. При этом 

эвольвентная часть профиля зуба образуется прямолинейной частью исходного 

производящего контура реечного инструмента, а переходная кривая профиля зуба — 

закругленным участком. 

А при профилировании колеса был использован метод развёртки основной 

окружности, которая будет представлять собой эвольвенту. 

 

Проектирование планетарных зубчатых механизмов с цилиндрическими колёсами 

При кинематическом синтезе планетарной зубчатой передачи необходимо выполнить 

главное условие — обеспечить заданное передаточное отношение. Кроме того, для получения 

работоспособной передачи следует выполнить ряд дополнительных обязательных условий. 

1. Первое и главное — совпадения полученного передаточного отношения с 

заданным. 

Передаточное отношение механизма любой схемы можно выразить через передаточное 

отношение механизма с неподвижным водилом. 

Согласно известному соотношению: 

𝑈𝑖𝐻
𝑗

= 1 − 𝑈𝑖𝑗
𝐻, 

где 𝑈𝑖𝐻
𝑗

 — передаточное отношение угловой скорости i-го колеса к угловой скорости водила Н 

при неподвижном j-м колесе; 𝑈𝑖𝑗
𝐻 — то же к угловой скорости j-го колеса при неподвижном 

водиле. 

Знак передаточного отношения пары колес зависит от вида зацепления: внешнее 

зацепление — знак минус внутреннее — знак плюс. 

Требуемое передаточное отношение U1H
4 : 

𝑈1𝐻
4 ∗ 𝑈56 = 𝑈д1 , 

где 𝑈д1  — передаточное отношение вала электродвигателя и кривошипа, а 𝑈56  — 

передаточное отношение колес 5 и 6. 
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𝑈д1 =
𝑛д

𝑛1
=

24

2
= 12. 

В итоге 

𝑈1𝐻
4 =

𝑈д1

𝑈56
=

𝑈д1∗𝑧5

𝑧6
=

12∗11

15
= 8.8. 

2. Второе условие, накладывающее ограничения на выбор числа зубьев связано с 

использованием в планетарном механизме зубчатых колес, нарезанных без смещения. Для 

исключения подрезания и заклинивания любого из колес с внешними зубьями 𝑧внеш , 

нарезанных стандартным инструментом без смещения принимают: 

𝑧 ≥ 𝑧внеш = 17. 

А для колес с внутренними зубьями 𝑧внут  в зависимости от параметров долбяка 

принимают: 

𝑧 ≥ 𝑧внеш = 85 при ℎ𝑎 ∗ = 1, 

𝑧 ≥ 𝑧внеш = 58 при ℎ𝑎 ∗ = 0,8. 

Во избежание интерференции зубьев при внутреннем зацеплении необходимо чтобы 

разность чисел зубьев в зацеплении не была слишком маленькой. Обычно принимают: 

𝑧внут − 𝑧внеш ≥ 8. 

3. Третье обязательное условие определяется соосным расположением 

центральных колес планетарного механизма с водилом. Условие соосности основных звеньев 

садится к равенству межосевых расстояний входящих в зацепление колес сателлита с 

центральным колесом и с эпициклом. 

Условие соосности для заданного механизма будет: 

𝑟𝐻 = 𝑟𝑊1 + 𝑟𝑊2 = 𝑟𝑊4 − 𝑟𝑊3. 

При одинаковых значениях модуля зацепления зубчатых колес, соотношение между 

числами зубьев будет: 

𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧4 − 𝑧3. 

4. Четвёртое условие — условие соседства учитывающее возможность свободного 

размещения сателлитов без их взаимного соприкосновения. 

Для заданного механизма это условие выражается неравенством: 

𝑠𝑖𝑛
𝜋

𝑘
>

𝑧2(𝑧3)+2ℎ𝑎∗

𝑧1+𝑧2
, 

где 𝑧2(𝑧3)  — число зубьев большего сателлита; 𝑧1 + 𝑧2  — межосевое расстояние между 

центральными колёсами и сателлитами (знак + означает внешнее зацепление). 

5. Пятое условие связано с возможностью свободного размещения сателлитов — 

условие сборки. При симметрии зон зацепления это условие выражается соотношением: 

𝑧1𝑢1𝐻

𝑘
(1 + 𝑘П) = Ц, 

где П = 0, 1, 2, ... — произвольное дополнительное число оборотов водила при сборке; 

Ц — любое целое число. 

Выполнение этого равенства фактически означает следующее: если один из сателлита 

свободно устанавливается на вертикальной оси, то все последующие сателлиты будут 

свободно входить в зацепление с соответствующими колёсами той же позиции. 
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Перебор вариантов чисел зубьев 

Интерфейс для ввода начальных данных (ограничение промежутка, в котором 

программа читает все возможные комбинации чисел зубьев до тех пор, пока не найдётся 

механизм, удовлетворяющий всем требованиям и ограничениям; количество сателлитов 

число; оборотов водила; модуль зацепления и коэффициент высоты головки зуба). 

С 4-ой до 6-ой линии, а также с 11-ой до 13-ой линии программа удостовериться что 

выполняется второе условие работоспособности передачи (рис. 22). 

 

Рисунок 22. Программа для определения чисел зубьев 

зубчатых колес передачи в Python. (составлено/разработано автором) 

С 24-ой до 28-ой линии указываются векторы, в которых все значения, 

удовлетворяющие условия сохраняются (рис. 23). 

 

Рисунок 23. Программа для определения чисел зубьев 

зубчатых колес передачи в Python. (составлено/разработано автором) 

В 36-ой линии определяется количество зубьев четвёртого колеса с помощью условия 

соосности. Затем в 37-ой линии выполняется вторая часть второго условия. Когда программа 

определяет все комбинации, тогда читает передаточное отношение (в 39-ой линии) и 

исключает результаты, которые не попадут в диапазоне значений требуемого приточного 

отношения с учётом погрешности (±5 %). 

В конце программа проверяет условие сборки (с 40-ой до 41-ой линии) и она берёт 

только комбинации, у которых соотношение является целым числом. 
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Рисунок 24. Программа для определения чисел зубьев 

зубчатых колес передачи в Python. (составлено/разработано автором) 

 

Выбор по критериям оптимальности 

В начале программа определяет все диаметры колес (с 42-ой до 44-ой линии) и габарит 

внешнего зацепления (в 45-ой линии), чтобы сравнивать габариты ступеней и выбирает 

наибольшее значение (с 55-ой до 62-ой линии). Дальше считает сумму чисел зубьев (в 46-ой 

линии) и сохраняет все значение (рис. 25). 

 

Рисунок 25. Программа для определения чисел зубьев 

зубчатых колес передачи в Python. (составлено/разработано автором) 
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В итоге программа выбирает из всех комбинации ту, у которой наименьший 

радиальный габаритов и ту, у которой минимальная сумма чисел зубьев. 

Результаты расчёта показываются на рисунке 26. 

 

Рисунок 26. Результаты расчета чисел зубьев (составлено/разработано автором) 

В этом случае существуют два варианта, они являются оптимальными (рис. 27, 28). 

 

Рисунок 27. Первый вариант (составлено/разработано автором) 
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Рисунок 28. Второй вариант (составлено/разработано автором) 

Критерий Г представляет собой наиболее важный критерий, поскольку при прочих 

равных условиях более компактная передача всегда предпочтительнее, поэтому выбираем 

первый вариант. Результаты представлены га рисунке 29. 

 

Рисунок 29. Двухрядный планетарный редуктор 

со смешанным зацеплением (составлено/разработано автором) 

 

Проектирование кулачкового механизма 

В этом разделе определим основные размеры механизма, обеспечивающие заданный 

закон движения толкателя при ограничениях на угол давления и габариты. Также выполним 

профилирование кулачка по заданному закону движения толкателя и найденным в результате 

метрического синтеза его основным размерам, учитывая исходные параметры представлены 

ниже. 

• соотношение между ускорениями: 
𝑎1

𝑎2
= 3; 

𝑎3

𝑎4
= 2,5; 

• ход толкателя кулачкового механизма: h = 0,02 м; 

• угол давления при удалении:  = 25; 

• угол давления при сближении:  = 50; 

• угол рабочего профиля: 𝜑рабоч = 250°; 

• угол выстоя: 𝜑выст = 20°; 

• 𝜑у = 𝜑с; 

• структурная схема кулачкового механизма, механизм с поступательно 

перемещающимся толкателем; 

• закон изменения ускорения толкателя, представлен на рисунке 30. 

https://resources.today/
http://izd-mn.com/


Интернет-журнал «Отходы и ресурсы» 

Russian Journal of Resources, Conservation and Recycling 

2024, Том 11, № 1 

2024, Vol. 11, Iss. 1 

ISSN 2500-0659 

https://resources.today 
 

Страница 34 из 41 

01INOR124 
Издательство «Мир науки» \ Publishing company «World of science» http://izd-mn.com 

Ведущим (начальным) звеном механизма является кулачок, ведомым (выходным) 

звеном — толкатель. 

 

Расчёт кинематических параметров 

Построение цикловых графиков начнём с определения фазовых углов для рабочего 

участка профиля. Рабочий фазовый угол разделим на пять участков: два участка на фазе 

удаления — разгон и торможение, участок дальнего выстоя, два участка на фазе сближения — 

разгон и торможение как представлено на рисунке 30. 

 

Рисунок 30. Диаграмма второй передаточной 

функции толкателя (составлено/разработано автором) 

Используя коэффициенты пропорциональности (задан в исходных данных) 
𝑎1

𝑎2
= 3 , 

𝑎3

𝑎4
= 2,5  на каждом участке найдём значения фазовых углов 𝑓𝑖 , соответствующие 

относительным углам 𝑘𝑖. Принимаем 𝑎2 = 1, 𝑎4 = 1 тогда 𝑎1 = 3, 𝑎3 = 2,5. 

𝑓0 = 0; 𝑓1 =
𝑎1∙𝜑у

𝑎1+𝑎2
;  𝑓2 = 𝜑у;  𝑓3 = 𝜑у + 𝜑выст;  𝑓4 =  𝑓3 +

𝑎3∙𝜑с

𝑎4+𝑎3
; 

𝑓5 = 𝜑рабоч. 

В фазе сближения и удаления на границах участков (в точках 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 и 𝑓5) функция 

аналога ускорения претерпевает разрыв первого рода. Для её описания используем функцию 

Хэвисайда вида: Ф(𝑥) = {
0, 𝑥 ≤ 0
1, 𝑥 > 0

. Запишем формулы для расчёта аналога ускорения: 

Фаза удаления: 

𝑎𝑞удаления
(𝜑) =

|

|

|

𝜋2

4𝑓1
 𝑖𝑓 𝜑 = 𝑓0

𝜋2

4𝑓1
∙ cos(

𝜋

2
∙

𝜑

(𝑓1)
) 𝑖𝑓 𝑓0 < 𝜑 < 𝑓1

−
𝜋2

4𝑓1
∙ cos(

𝜋

2
∙

𝜑

(𝑓2−𝑓1)
) 𝑖𝑓 𝑓1 ≤ 𝜑 < 𝑓2

−
𝜋2

4(𝑓2−𝑓1)
) 𝑖𝑓 𝜑 = 𝑓2

0 𝑖𝑓 𝑓2 < 𝜑 ≤ 𝑓3

. 
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Фаза сближения: 

𝑎𝑞сюлижения
(𝜑) = |

−𝑎2 ∙ Ф(𝜑 − 𝑓3) + (𝑎1 + 𝑎2) ∙ Ф(𝜑 − 𝑓4) − 𝑎2 ∙ Ф(𝜑 − 𝑓5) 𝑖𝑓 𝑓3 < 𝜑 ≤ 𝑓5
0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

. 

Тогда на интервале [0, 2𝜋]: 

𝑎𝑞(𝜑) = |
𝑎𝑞удаления

(𝜑) 𝑖𝑓 𝑓0 ≤ 𝜑 ≤ 𝑓3

𝑎𝑞сближения
(𝜑) 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

. 

Для уточнения полученных значений 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4  определили масштабный 

коэффициент 𝜇 = 0.014 . Тогда 𝑎3 = 0,014, 𝑎4 = 0,035. 

Функцию аналога скорости получим интегрированием аналога ускорения (рис. 31): 

𝑣𝑞𝐵(𝜑) = ∫ 𝑎𝑞𝐵(𝜑)ⅆ𝜑
𝜑

0
. 

 

Рисунок 31. Диаграмма первой передаточной 

функции толкателя (составлено/разработано автором) 

Функцию перемещения — интегрированием аналога скорости (рис. 32): 

𝑆𝐵(𝜑) = ∫ 𝑣𝑞𝐵(𝜑)ⅆ𝜑
𝜑

0
. 

 

Рисунок 32. Диаграмма перемещения толкателя (составлено/разработано автором) 

В течение цикла движения толкатель кулачкового механизма должен переместиться из 

начального положения на величину хода h, а затем возвратиться в исходное положение, т. е. 

перемещение толкателя на фазе удаления равно перемещению на фазе сближения. 
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Значения полученных параметров запишем в таблицу 16 для выбранных положений 

механизма. 

Таблица 16 

Значения функции перемещения контактной точки толкателя 

Положение механизма, ° S, м 𝑎𝑞(𝜑)м 𝑣𝑞(𝜑)м 

0 0 0,016 0 

10 0,0002476 0,016 0,00283 

20 0,000982 0,015 0,005562 

30 0,002179 0,014 0,008108 

40 0,003799 0,012 0,01 

50 0,005788 0,01 0,012 

60 0,00808 0,007514 0,014 

70 0,011 0,004763 0,015 

80 0,013 0,001855 0,016 

90 0,016 -0,00997 0,015 

100 0,018 -0,033 0,011 

110 0,02 -0,047 0,00452 

120 0,02 0 -0,0000483 

130 0,02 0 0,00001809 

140 0,02 -0,014 -0,001241 

150 0,019 -0,014 -0,00366 

160 0,019 -0,014 -0,006054 

170 0,017 -0,014 -0,008521 

180 0,016 -0,014 -0,011 

190 0,014 -0,014 -0,013 

200 0,011 -0,014 -0,016 

210 0,008048 -0,014 -0,018 

220 0,004751 0,035 -0,018 

230 0,00212 0,035 -0,012 

240 0,0005353 0,035 -0,006035 

250 -0,000043 0,035 -0,0009601 

Составлено/разработано автором 

 

Метрический синтез кулачкового механизма 

Задача метрического синтеза заключается в определении основных размеров 

механизма, обеспечивающих заданный закон движения толкателя при ограничениях на угол 

давления и габариты. 

 

Определение угла давления 

Углом давления называется угол между вектором силы, с которой ведущее звено 

действует на ведомое, и вектором скорости точки ведомого звена, к которой приложена сила. 

От величины угла давления зависят реакции в кинематических парах, силы трения, КПД и 

надёжность механизма. Если силами трения можно пренебречь, то угол давления есть угол 

между контактной нормалью и вектором скорости контактной точки ведомого звена.2 

Из определения следует, что ограничивать угол давления имеет смысл только в фазе 

удаления, когда сила, действующая на толкатель со стороны кулачка, является движущей 

силой. 

Допущение: силами трения пренебрегаем. 

https://resources.today/
http://izd-mn.com/


Интернет-журнал «Отходы и ресурсы» 

Russian Journal of Resources, Conservation and Recycling 

2024, Том 11, № 1 

2024, Vol. 11, Iss. 1 

ISSN 2500-0659 

https://resources.today 
 

Страница 37 из 41 

01INOR124 
Издательство «Мир науки» \ Publishing company «World of science» http://izd-mn.com 

Для механизма с поступательно перемещающимся толкателем формула для 

определения угла давления записывается следующим образом: 

tan 𝜗(𝜑) =
𝑣𝑞𝐵±𝑒

𝑆0+𝑆𝐵(𝜑)
, 

где 𝑆0 = √𝑟0
2 + 𝑒2  — начальное положение толкателя; 𝑆𝐵(𝜑)  — функция перемещения 

контактной точки толкателя; е = const. — эксцентриситет — расстояние от оси вращения 

кулачка до траектории контактной точки толкателя; 𝑣𝑞𝐵̅̅ ̅̅̅  — аналог линейной скорости 

толкателя. Диаграмма угла давления представлена на рисунке 33. 

 

Рисунок 33. Диаграмма угла давления (составлено/разработано автором) 

В формуле знак "-" соответствует правому от оси вращения кулачка расположению 

толкателя, знак "+" — левому. 

 

Рисунок 34. Определение радиуса начальной шайбы 

кулачка по углу давления (составлено/разработано автором)  

B
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Эксцентриситет 𝑒 = 𝑟𝑚𝑖𝑛  и начальный радиус кулачка 𝑟0  — основные параметры 

механизма с поступательно перемещающимся толкателем. 

1. На основании геометрической интерпретации формулы угла давления, учитывая 

направление вращения кулачка, построили диаграмму зависимости 𝑆𝐵[𝑣𝑞𝐵(𝜑)] 

в прямоугольной системе координат с началом в точке 𝐵0 . При этом 

руководствовались правилом знаков: аналог скорости 𝑣𝑞𝐵  при удалении 

толкателя — положительная величина, при сближении — отрицательная. 

2. Провели касательные к полученной кривой 𝑆𝐵[𝑣𝑞𝐵(𝜑)] в фазе удаления и в фазе 

сближения под углом []. Точка пересечения касательных есть координата 𝑂1 

оси вращения кулачка в системе координат [𝑆𝐵 , 𝑣𝑞𝐵  ]. 

3. Определив координату 𝑂1 , нашли основные параметры: эксцентриситет e 

(который получился равен 0) и начальный радиус кулачка , соответствующие 

исходным данным на проектирование кулачкового механизма (рис. 34). 

 

По результатам расчётов имеем: e = 0,00378 и 𝑠0 = 0,014  отсюда получаем 

𝑟0 = √𝑠0
2 + 𝑒2 = 0.014.  С учётом полученного параметра 𝑟0  определили значения угла 

давления для 22 положения механизма (табл. 17). 

Таблица 17 

Значения угла давления 

Положение механизма, (°) ° 

0 -15,47 

10 -3,914 

20 6,928 

30 15,269 

40 20,712 

50 23,702 

60 24,817 

70 24,688 

80 23,568 

90 21,274 

100 13,264 

110 1,267 

120 -6,499 

130 -6,388 

140 -8,509 

150 -12,655 

160 -16,936 

170 -21,592 

180 -26,541 

190 -32,18 

200 -38,383 

210 -45,409 

220 -49,407 

230 -45,224 

240 -34,656 

250 -19,194 

Составлено/разработано автором 
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Синтез профиля кулачка 

Профилирование кулачка — задача кинематического синтеза кулачкового механизма. 

Исходные данные при решении этой задачи: схема механизма, закон движения контактной 

точки толкателя, основные параметры (найдены при решении задачи метрического синтеза). 

Требуется найти функцию, описывающую профиль кулачка. 

Профилирование кулачка с поступательно движущимся толкателем осуществляется 

следующим образом. Из центра 𝑂1  провели окружности радиусами 𝑟0  в выбранном 

произвольно масштабе 𝜇1  (𝜇1 = 9 000 мм/м — масштаб для построения профиля кулачка). 

Проводим прямую линию, проходящую через центр 𝑂1 , до пересечения с окружностью 

радиусом 𝑟0  (точку 0). От полученного луча 𝑂1𝑂  в направлении  откладываем угол 

рабочего профиля кулачка 𝜑1𝑝 . Дугу, соответствующую углу 𝜑рабоч , делим на части в 

соответствии с делением оси 𝜑 на графике 𝑆𝐵(𝜑). Через точки деления 1, 2, 3... до центра 

проводим лучи, определяющие положения толкателя в обращённом движении. От точек 

1, 2, 3..., лежащих на окружности радиусом 𝑟0 , вдоль проведённых лучей откладываем в 

масштабе 𝜇1  перемещения толкателя в каждой i-ой позиции. Соединяя полученные точки 

плавной кривой, получили центровой профиль кулачка. 

Часто в кулачковых механизмах с целью уменьшения трения при взаимодействии 

толкателя и кулачка устанавливают ролик. Радиус ролика 𝑅рол = (0,25… 0,4) ∙ 𝑟0  или 

𝑅рол < 0,8 ∙ 𝜌𝑚𝑖𝑛
ц

, где 𝜌𝑚𝑖𝑛
ц

 — минимальный радиус кривизны центрового профиля. 𝜌𝑚𝑖𝑛
ц = 𝑟0. 

Принимаем 𝑅рол = 0,042 м. 

Для получения конструктивного (рабочего) профиля кулачка строим эквидистантный 

профиль, отстоящий от центрового на расстояние, равное радиусу ролика. Рабочий профиль 

кулачка получается, как огибающая к дугам, проведённым из множества точек центрового 

профиля радиусом ролика как представлен на рисунке 35. 

 

0 — стойка; 1 — кулачок; 2 — толкатель; 3 — ролик 

Рисунок 35. Построение центрового 

и конструктивного профиля кулачка (составлено/разработано автором) 

1−
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В данной работе было проведено исследование и проектирование механизма 

плунжерного насоса для закачки жидкости в системах поддержания пластового давления. В 

результате выявлено несколько рекомендаций по изменению отдельных узлов конструкции. 

Все рассмотренные рекомендации в отдельности улучшают характеристики насоса. 
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Design and research of the plunger pump mechanism for 

pumping liquid in reservoir pressure maintenance systems 

Abstract. Nowadays, plunger pumps have the most advanced designs. 

In fact, plunger pumps are the only ones of their kind, capable of operating at high pressures 

and have the best characteristics. 

Their use is growing in industry, as they cope with the harsh conditions of pumping liquids of 

various types. 

To maintain reservoir pressure, pumps require a high efficiency and reliable design. 

In order to ensure the operability of the system, it is necessary to select qualitative indicators 

according to the criteria of optimality for the design of mechanism parts and to achieve an adequate 

workflow. 

Thus, the study and determination of the possibility of improving the performance of plunger 

pumps remains a current task. 

The results presented in this article include an analysis of the operating conditions of each of 

the components of the mechanism using a mathematical model of the drive based on the differential 

equations of motion of the plunger pump, the determination of the corresponding production 

processes and the production of finite elements. 

In addition, a kinematic force analysis of the functions of the mechanism under study 

(positions of analogues of speeds and accelerations of links) and the found motion characteristics is 

carried out when solving the problem of dynamics of the main shaft of the machine. 

This article presents a test report to verify the correct functioning of the mechanism in 

accordance with the initial parameters of the system, the design of a gear planetary gearbox with 

cylindrical wheels, a cam mechanism pusher and their type of assembly to be performed. 

This research is carried out using software for engineering mathematics: Mathcad and 

Python. 

Keywords: plunger pump; cam mechanism; pusher; Mathcad; kinematic force analysis; 

Python; reservoir pressure 
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