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Дискретизация нестационарной пространственной 

модели, описывающей процесс затвердевания слитка в 

кристаллизаторе машины непрерывного литья заготовок 

Аннотация. Машины непрерывного литья заготовок (МНЛЗ) обеспечивают высокое 

качество металла. Оптимизация технологических процессов, в настоящее время, не может 

основываться только на эмпирическом подходе, основанном на обобщении производственного 

опыта. Это связано с тем, что каждая МНЛЗ представляет собой сложную техническую систему 

со своей спецификой и особенностями. 
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Совершенствование технологии непрерывной разливки основываются, в первую 

очередь, на создании математических моделей, описывающих технологические процессы с 

учетом множества технологических и конструктивных факторов. При моделировании 

процессов кристаллизации, большинство исследователей, с целью упрощения решения задачи, 

рассматривают стационарные плоскопараллельные модели. Такие модели не могут хорошо 

описать исследуемое явление в принципе и поэтому имеют ограниченную область применения. 

Следовательно, разработка методов решения нестационарной пространственной модели 

непрерывной разливки представляет большой научный интерес и расширяет возможности 

решения очень сложных краевых задач с фазовыми переходами. 

Метод конечных элементов (МКЭ) является одним из наиболее универсальных 

численных методов решения дифференциальных и интегральных уравнений и их систем. МКЭ 

приводит к системе алгебраических уравнений. 

В статье приводиться описание применение МКЭ для численного моделирования 

процесса затвердевания слитка в кристаллизаторе МНЛЗ, с целью проведения вычислительных 

экспериментов. Представлен процесс дискретизации системы дифференциальных уравнений и 

области решения задачи. Кроме того, описан алгоритм конечноразностной аппроксимации 

нестационарных членов уравнений. Для дискретизации области используются трехмерные 

конечные элементы в форме параллелепипеда с узлами, расположенными в вершинах 

элементов. Решение находится на пространстве кусочно-линейных функций. 

Ключевые слова: математическая модель; метод конечных элементов; МКЭ; 

кристаллизация; непрерывное литье; МНЛЗ 

 

 

 

 

 

 

 

Введение 

При непрерывной разливке жидкий металл заливают в кристаллизатор – интенсивно 

охлаждаемую сквозную, обычно медную, форму. Формирование начальной корочки слитка и 

создания профиля заготовки является основным назначением кристаллизатора. 

Охлаждение кристаллизатора обеспечивается водой, протекающей в его стенках через 

сверленые каналы. Тепло, выделяющееся при кристаллизации металла, и поступившее в стенку 

кристаллизатора, отводится водой. В результате разливки образуется непрерывный слиток. 

Из анализа литературных источников следует, что при рассмотрении процессов, 

происходящих в кристаллизаторе МНЛЗ, обычно рассматриваются двухмерные, а иногда, и 

одномерные модели. Так как наиболее интенсивное охлаждение слитка в основном происходит 

через боковые стенки кристаллизатора, математическая модель должна учитывать 

информацию о температурах ребер слитка, как зон наибольшего градиента температур, и 

тепловые потоки в приреберной зоне по всей высоте рабочей зоны кристаллизатора. Таким 

образом, для адекватного описания процесса образования слитка в кристаллизаторе надо 

решать пространственную задачу. Принципиальная схема кристаллизатора приведена на 

рисунке 1. 
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Рисунок 1. Принципиальная схема кристаллизатора (рисунок авторов [1]) 

Начало координат расположено на зеркале металла в центре слитка, ось z  направлена 

вниз, по направлению вытягивания слитка [1; 2]. 

 

Постановка задачи кристаллизации слитка 

Обобщенное уравнение теплопроводности в безразмерной формулировке имеет вид 

(предполагается, что  ,,c  являются функциями температуры):  

 
(1) 

где принято: 
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• параметр агрегатного состояния, соответствующий объемной доле жидкой фазы 

в двухфазной зоне. Определяется по равновесной диаграмме конкретного 

материала: 
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• критерий Фурье: 2
00000 lctFo = ; 

• критерий гомохромности: 000 ltvHo = ; 

( ) TvcHoTFo
t

T
с −=


 

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• критерий, характеризующий процесс затвердевания: 00TcN уд= ; 

• удельная теплота плавления: уд ; 

• скорость вытягивания слитка: ),0,0( сvv =


; 

• индексы: м , п , указывают коэффициенты для металла (жидкого и 

затвердевшего) и переходной зоны соответственно. 

Остальные обозначения в приведенном уравнении носят общепринятый характер (в 

скобках указана размерность величины): 

• температура (солидуса и ликвидуса): T  K ; 

• удельная теплоемкость: c 






Kкг

Дж

; 

• удельная плотность:  







3м

кг

; 

• коэффициент теплопроводности:  






Км

Вт

; 

• удельная теплота плавления: уд 






кг

Дж

; 

• скорость движения частицы: v









с

м

; 

• оператор Гамильтона:  . 

В дальнейшем также будут использованы дополнительные обозначения: yx LL ,  – 

размеры слитка, расстояние от центра слитка до его боковой поверхности; zL  – длина рабочей 

зоны кристаллизатора, т. е. расстояние от зеркала металла до нижней кромки кристаллизатора. 

Приведем начальные и граничные условия в безразмерном виде [1]: 

• начальная температура равна температуре перегрева ( перT ) разливаемого 

металла: 

; (2) 

• температура сплава на зеркале металла, поверхность зG , равна перT : 

; (3) 

• на нижней кромке кристаллизатора, поверхность zG , тепловой поток 

отсутствует, т. е. равен нулю: 

; (4) 

• на границе наружной поверхности отливки, поверхности внG , заданы потоки 

тепла: 

( ) перм TzyxT =0,,,

( ) перз TtyxT =,0,,

( )
0

,,, 0 =




z

tzyxT
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 и ; (5) 

• Для плоскостей симметрии слитка xOz  и yOz , проходящих через центр слитка, 

тепловые потоки так же отсутствуют: 

 и . (6) 

 

Методы 

1. Дискретизация системы дифференциальных уравнений 

Основой метода конечных элементов (МКЭ), основные положения которого описаны в 

[3–6], является замена непрерывной модели ее дискретной моделью. Причем аппроксимируется 

как сама функция, так и область ее определения  . 

Применим МКЭ, к системе дифференциальных уравнений (1–6). Используем метод 

Галеркина, т. е. примем: ll NW = , а Гll NV −= . Здесь весовые функции lW  и lV  связаны между 

собой, но это не меняет положения. Тогда соответствующим дискретным аппроксимирующим 

уравнением будет: 

. 
 

Интегрируя первое слагаемое в интеграле по области, по частям, перепишем выражение 

в виде, который называют слабой формулировкой: 

. 
(7) 

Область определения функции   приближенно представим в виде совокупности 

конечного числа непересекающихся подобластей e  (конечных элементов), связанных между 

собой в узлах на границах подобластей: 
=

=


E

e

e

1 . Используемые в процессе аппроксимации 

базисные функции могут быть определены кусочным образом. В таком случае определенные 

интегралы, входящие в аппроксимирующее уравнение (7), могут быть получены простым 

суммированием их вклада по каждой подобласти. 

Дискретная модель включает в себя множество значений искомой функции на 

некотором конечном числе точек (глобальных узлов) области ее определения. Примем согласно 

[3; 6] частичную дискретизацию для температуры: 
( ) ( )
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,,
, где M  – число узлов 

дискретизации. Отметим, что здесь базисные функции Nm зависят только от координат, а 

значения функции Tm только от времени. 
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или 

. 
(8) 

Здесь приняты обозначения: 

E  – общее число подобластей, на которые разбивается вся область; 

e  – объем элемента e ; 

eS  – часть границы e , лежащая на S ; 

F – FocF = . 

Отметим, что интеграл по поверхности 
eS  в равенстве (8) будет появляться только для 

элементов, боковые поверхности которых, лежат на поверхностях слитка, граничащих со 

стенками кристаллизатора. 

Подставляя аппроксимацию 

=

M

m

mmNT

1 , приходим к системе уравнений: 

BTK =
~

, 

где T
~

 – вектор значений температур в узлах сетки дискретизации. 

Компоненты глобальной матрицы K  и вектора правой части B  определяются 

суммированием вкладов отдельных элементов: 

, 
 

. 
(9) 

В условии (5) примем, что на узкой грани слитка тепловой поток отсутствует 0=xq , а 

на широкой грани слитка исходящий тепловой поток задан в виде ( )zfqy = , значения которого 

будут взяты из литературы. 

Так же примем, что величины, входящие в интегралы из (9), постоянны по подобласти и 

равны их значению в центре элемента, тогда получаем: 
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Следовательно, необходимо вычислять локальные матрицы, коэффициенты которых 

заданы как интегралы вида: 
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2. Дискретизация области решения 

В случае трех измерений (рисунок 2) аппроксимирующие функции Лагранжа, при 

реализации трилинейной интерполяции с элементами в форме кирпичиков, имеющими по 

восемь узлов. 
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Рисунок 2. Восьмиузловой шестигранный элемент (рисунок авторов) 

Как видно, в элемент вносят свои вклады только восемь членов, а аппроксимирующая 

функция ( ) ,,lN  приобретает форму: 
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где: значения 
lll

 ,,  принимают занчения ±1, а значения локальных коориднат 
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Теперь получим соотношения, которые и будут использоваться для вычисления 

интегралов. Это нетрудно сделать, если выполнять численное интегрирование независимо по 

направлениям  ,, . Тогда: 
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Аналогично получим: 
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Аналогично: 
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Осталось вычислить коэффициенты матриц ml NN , 
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dx NNNNNN ,, , входящие в уравнения. Будем их вычислять, применяя квадратурные 

формулы, описанные в [3; 4; 7]. При получении матриц элементов для элементов высших 

степеней возрастает сложность подинтегральных выражений, что делает выкладки весьма 

громоздкими. В этом случае приходится прибегать к численному интегрированию, при котором 

стандартный интеграл заменяется квадратурной суммой. 

Для практического применения часто используют формулы Гаусса-Лежандра, которые 

аппроксимируют многочлен степени p в n узлах. Положение узлов определено заранее, а 

значение функции в узле берется с некоторым весом, т. е.: 
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В [3] приводится изменения степени p точно интегрируемых многочленов для 

нескольких первых значений n. Для точного вычисления многочлена степени 5 достаточно 

вычислить функцию в 3 точках, положение которых задано. Квадратурная формула Гаусса-

Лежандра для трех узлов имеет вид [7]: 
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где элементы квадратных матриц nn CA ,  и матрицы-столбца 
nB определяются 

следующим образом: 

 

 

 

 

. 
 

 

4. Дискретизация граничных элементов 

Для окончательного формирования алгоритма расчета необходимо вычислить член в 

правой части (8), соответствующий естественным граничным условиям. Принимая 

обозначения для поверхности, аналогичные случаю для функции трех координат, получим 
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Для решения полученной системы алгебраических уравнений (САУ) можно 

использовать метод релаксации [8]. Записывая метод релаксации в алгебраической форме, 

имеем: 
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Выводы 

Для построения контактной задачи, детально рассматривающей процессы, и в стенке 

кристаллизатора, и в слитке необходимо определять тепловые потоки на границе между 

слитком и стенкой кристаллизатора через свойства шлакообразующей смеси (ШОС) [1; 9–11]. 

Это позволит исключить из формулировки задачи такие трудноопределимые характеристики, 

как величина теплового потока (5) или коэффициент теплопередачи, зависящие от многих 

конструктивных и технологических факторов. 
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Discretization of an unsteady spatial model 

describing the solidification process of an ingot 

in a mold of a continuous casting machine 

Abstract. Continuous casting machines (CCM) provide high quality metal. Optimization of 

technological processes, at present, cannot be based only on an empirical approach based on a 

generalization of production experience. This is due to the fact that each caster is a complex technical 

system with its own specifics and features. 

The improvement of continuous casting technology is based, first of all, on the creation of 

mathematical models describing technological processes taking into account many technological and 

structural factors. When modeling crystallization processes, most researchers, in order to simplify the 

solution of the problem, consider stationary plane-parallel models. Such models cannot describe the 

studied phenomenon well in principle and therefore have a limited scope. Therefore, the development 

of methods for solving the unsteady spatial model of continuous casting is of great scientific interest 

and expands the possibilities of solving very complex boundary value problems with phase transitions. 

The finite element method (FEM) is one of the most universal numerical methods for solving 

differential and integral equations and their systems. FEM leads to a system of algebraic equations. 

The article describes the use of FEM for numerical modeling of the solidification process of an 

ingot in a continuous casting mold with the aim of conducting computational experiments. The 

discretization process of the system of differential equations and the problem solution domain is 

presented. In addition, an algorithm of finite-difference approximation of non-stationary members of 

the equations is described. To sample the region, three-dimensional finite elements in the form of a 

parallelepiped with nodes located at the vertices of the elements are used. The solution is in the space 

of piecewise linear functions. 

Keywords: mathematical model; finite element method; FEM; crystallizer; continuous casting 

machine 
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